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[CENTRALE PROJEKTION] 
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Medaille für Wissenschaft und Kunst und des goldenen Verdienstkreiües mil der Krone, Ritltr 
des GrossheiJogl. Hess. Verdienstordens I. Klasse, des Henogl. Sachs. Emeslin. Hausordens, 
des S[. Sava-Ordens, Offizier dCä königl. scrb. Takowo - Ordens etc. 

Zweite vollständig umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
BAND IL 

Mit 30 Textfigureii und XVI lithographischen Tafeln. 



LEIPZIG 1889. 
Baumgärtnei-'s Buchhandlung. 
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Anhang. 

Besondere centralprojektivische Darstellungsarten. 

XXIX. Kapitel. 
Ceiitralprojektivisclie Darstellung der Eeliefs gegolieiier 

Originalgebilde. g^,^^ 

g 429 &71 

XXX. Kapitel. 
Centralprojektivische Darstellung auf Grund der „perapek- 

tiTischen Massstäbe". 



:r räumlicher Gebilde, 
. orthogonalen Projek- 
ÄU einander senkrecht 

431. Vorbemerkung 57B 

432 Perapektiv ache Dirsteliung des Punktes mit Zugrun lelegung 
ter Dithogomlen Projektion Zusammenhang zwi'i-hpn ortlio- 
gonaler und perspektiviicbei Projektion 5&C 

433 Zweite DarsteüungEmetho le rei-htw nkliges Projektionsdieieok '84 

434 Das verändeite Projektiousdreieck 584 

435 Darstellung des Punktes etc für den P'ill als die honzoutale 
Piojektionsebene mit det Hotizontapbene za imment'illend m 
genommen wird S"»? 

436 Persj ektivjsi.hB Darstellung der freiidcn "ii^i hien oitlogu 
nalen Projektionen und umgekehit 5S9 

437 Spezielle Lagen dei Geraden jSS 
g 43b— 440 ZuÄimmenh^ng dei orthogonalen Piojektionsmethode det 

freien Peispektiye und dei perspektiTiachen D^irsteUungs 
Methode mit Zugrundelegung Eweier aufeinander senkiei.ht 
stehendei Piojektions Ebenen 591 

441 Zur Bildebene parallele ind eenti-üpiojizierende Geialon j9^ 

442 Bestimmung der orthogonilen Projektionen eines Pi nktfs -wenn 
letzterer durch se n ppiepektivicche? Bild lut e nem Tiagcr ge 
gehen ist b(l 

443 Perspektivische Darstellmg dp Fl ene wenn d esel) e duich 
ihreorthogonilenBpstimmungbst cke fB Id un 1 Grundflachtraue) 
gegeben vorliegt 602 

§444—453 180—189 Aufgabe Über die Beaiehungen von Punkt 
Geiade und Ebene nnd den Zusammenhang zwischen orthcgo 
laler unl per'Ji.ektiviacher Diratellung 61- 
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XSXIL Kapitel. 

PerspeL,tiTi-,i,lie Daistellung dicliitektoaischer Objekte. 

i) 454 Allgemeine Bemerliungen 611 

!; 455 Honzontlinie Augpnnkt Angdistanz 61 

fe 456 TeiluDg von (jeiaden 61! 

^ 4^7 Kieispeiapektive 62i 

ö 453 Kugelperspektive 62( 

§ 459 Bemeikungen über die Vei zeit hnuup; leg perspektiviaclieii Gi'und- 

ri'-ses 62" 

*! 46U Hokenl eiümmung emzelnei Punkte 63 

Daistnllun^ ^ eischieaener Objekte. 

I 481, Ferapektiv'sehe Daihtellung von Stiegen 63: 

g 462. D'^rstellung einer dieiarmigen Stiege 631 

§ 463. 110 Autgube Eine Stiege mit zni Bildebeni' paiallelen Stufen 

liit au beiden Seiten von stufen turmi^ aufsteigenden Mauern be 

gienzt die fcelb'it und Schi anchatten des Objektes Bind au 

bestimmen 631 

§§464 u 465 DarBtellung der Si,htHnbenl:iiP und der windachieieu 

Schrauben fldohe 64( 

§466- 191 Aufgabe Perspektivische Diietdlung einer halhkie siur- 

migen Spindel stiege 641 

§ 467. Perspektivische Darstellung der Gesimse 641 

l 468. Perspeküve dei bewölbe 65 

§ 469. 192 Aufgilbe Daritelluög emes mit einem halbkreieförmigen 

Tonnengewölbe ubetdeckten und durch Gurten geteilten Ganges 65: 
§ 470. 193 Aufgabe Daiatelking aweiei gleicher hinteiemandci ge 

legener Kieuzgewtilbe 65' 

§ 471. 194 Aufgaoe Darstellung der Urate eines Kreuzgewölbes 65: 

§ 472. Perspektivische Darstellung von S&ulen 66i 
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Fbene 73 
Abstand zweiet Ebenen 74 
Abstand kürzester zwe er&eriden 76 
Achsp eines EbenL-nbüsubels 122 
Aohse eines linearen Komplexes 122 
Achse emer Scbriul enl i le 53' 
Achse ideelle 21tj 
Achsen e npr Fläohe zweiten Grade« 

Achsen eines Kegels zweiten Grades 

364 
Achsen PinPt Kurve zweü-en Grades 

218 
Achsenpbenen emei kegels 364 
Achseoebeneii Pintr Flii-te iweitea 

Äffine räumliche Sj teme 2 
Affinität 240 
Äfflnitataachae 240 
Affinitätsstrahlen 240 
Affin tongiuente Gebilde 240 
Affin perapektivische Beziehung 240 
Anharmonisches Yerhältnis 194 196 
Ähnliche Punktieiten 19S 
Ahnlichlieit perspekhv sehe 240 
Ähnlichkeitseentram '40 
Äquator 480 
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Asymptoten 211 
AsymptoteiiLegel 394 
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Beiuhiing doppelte zweiei Kurven 
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Bezieli legen metiische 44 
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Büschel lUTolutorische 1*5 
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201 
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Cyl nde flachen 9 47 
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Dandeljn BOlier Satz 492 

Des'wgueBs her Satz 161 

Developpable Fluoheii 4bl. 

Developpahle Flächen vierter Ord- 
nung 475. 

Developpieren 316. 

Diagonaldreiect 111. 

Diagonaldreiseit 113, 

Diametralebene 356, 

Diametralschnitt 388. 

Direktris der Reciprocität 189. 

Distanz T. 

Distanz, umgelegte 7. 

Distanzkreis 7. 

Dodekaeder, reguläres 330. 

Doppelerzeugende 455. 

Doppelelement 134, 140. 

Doppelgevade 454. 

Doppal punkt 134. 

Doppelstvabl 134. 

DoppelTerhältnis 194— I9t>. 

Doppelt- betülii-ende Kurven zweite 
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Drehachse 48, 33S, 476. 

Drehung 46, 47, 

Drehung eines Fanktes 94. 

Drehung einer Ebene 95. 

Drehungawinkel 47. 

Dreieck, sich selbst. konjugiertes IWt 

Dreikant 303. 

Dualitätfiprinsip 119. 

Durchdringung von Folyedern 31 
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te <? le 382 
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Ebene perspektivisobe Kolli neation 

241. 
Eindeutigkeit 125. 
Element 121. 
Ellipse 210. 
Ellipsoid 393. 
Ellipsoid, bifokales 403. 
Ellipsoid, dreiachsiges iOO. 
Elliptische Involution 206. 
Entsprecken 125. 
Enveioppe 526. 

Erzeugenden einer Fläche 338. 
Erzeugnis projektiviacher Punktreihen 

163. 
'Erzeugnis projektiviacher Straklen- 
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Fliehe 337 
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Flache aufwi(,kelbare 339. 
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Fl-whe n ter Klasse 346. 
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Fläche windschiefe 339. 
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FlucMkreis 14, 19. 
Fluchtpunkt il, 203. 
Fluchtstrahl 12. 
FlnchttracQ 16. 
Freie Perspektive 5. 
Fundamentalsatz, erster 101. 
FiindamentaUata, zweiter 102. 

ötmg 533. 
Ganghöhe 533. 
Gebilde, abgeleitetes 5. 
Gebilde , kollineare 236. 
Gebundene Kanten 323. 
Gegenaclise 16, 22, 240, 243. 
Gegenebene 267, 
Gegenponkt 11, 21, 203. 
Gemeinschaftliche Pole and Polaren 

228. 
Gemeinschaftliche Poldreiecke 233. 
Geometrie der Lage lOO. 
Geometrie, neuere 100. 
Geometrie , projektive oder proj et- 

tivische 100. 
Gerade, central projizieren de 10. 
Geraden, parallele 12. 
Geraden, senkrechte zur Bildebene 8. 
Geraden, aich schneidende 28. 
Geraden mit gemeinsamem Spurpiinkt 

29. 
Getrennte Punktepaare lOS— 110. 
Getrennte Strahlen paare 103—110. 
Glanzpunkt 286, 287. 
Grösse, wahre 44. 
Grund ebene 575. 
Grundgebilde 121. 
Grundgebüde, identische 134. 
Grundgebilde, involutorische 144. 
Gmndgebilde, konlokale 132. 
Grundkreis der Schraubenlinie 533. 



114. 



Harmonische Kollineatioii 
Harmonische Punkte 112. 
Harmonische Strahl i 
Hauptebenen 364, S 
Hauptpunkt 7, 11, 
Hauptattahl 7. 
Habe 534, 
Höhendiffei-ena 534. 



Höhe eines Punktes 57ö. 

Höhcnachee 575. 

Höhenbestimmung einzelner Punkts 

631. 
Höhen maasstab 575. 
Hyperbel 211. 

Hyperbolische Inrolution 207i 
Hyperbolisches Paraboloid 431. 
Hyperboloid, einmanteliges 401, 423. 
Hyperboloid, aweimanteligea 401, 

Identische Grundgebilde 134. 

Ikosaeder, regelmässiges 333. 

Imaginär 149. 

Incidente Lage 124. 

Incidena 121. 

„innerhalb" einer Fläche zweiten 

Grades 371. 
Inflexionspunkt 466. 
Inflesionstangenten 451, 466. 
Involution 145. 
Involution, elliptische 206. 
Involution, hyperbolische 207. 
Involution, parabolische 208. 
Involutorische Grundgebilde 144, 
Involutorische KoUineation 248. 
Involutorische Punktreihe 145. 
Involutorisches Strahlenbiischel 145. 
Isophengen 550, 
Isophoten 550. 

Kanten einer körperlichen Ecke 303. 

Kanten Winkel 303. 

Kardin alpunkte II. 

Kegelfläcbe 339, 347. 

~ " ~ ' zweiten Grades 354, 

, umschriebene 344, 
KeWellipse 401. 
Kehlkreis 480. 
Kette 129. 

Klasse einer Kegelfläche 354. 
Knotenpunkt der Durchdringung 323. 
Koasiale Reihen 132. 
Kollinear-ähnliche räumliche Systeme 

269. 
Kollineare Ähnlichkeit eben er Systeme 
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KoUiiieare Elemente 236. 
Kollineare Gebilde 236. 
Koüineationsaohse 235. 
Kolüneationseentriim 23ö, 
Kollin eationaebeae 365. 
Kolline£itionBstia,blen 236. 
Komplex, lineaiei 122. 
Konzentrisclie BUscbel 132. 
Konjektivisclie Reihen 132. 
Konjugierte Elemente einer Involu 

tion 145. 
Konjugierte Polaren 186, 373, 
Konjugierte Punkte 183, 369. 
Kongruente Reihen 202. 
Kongruente Stralilenbüschel 303. 
Konlokale Griindgebilde 133. 
Konlokale kollineare Systeme 240. 
Konoid 452. 

Kontur TOn Polyedern 316. 
Körperliclie Ecke 303, 
Körperliches Dreieck 303. 
Korrespondenz 125. 
Kreis 219. 

Kreisbilder 273, 623. 
Kreise volvente 538. 
Kteispunkte, imagin&re 220, 
KreisBohaittsebenen 400. 
Kugel 396, 623, 
Kngelkreis, imaginärer 397. 
Kurve 148. 

Kurve zweiter Ordnung 149. 
Kurve aweiter Klasse 169. 
Kurve zweiten Grades 178. 
Kuspidalkurve 462, 
Kuspidftlpunkt 467. 

Länge eines Punktes 575, 

Längena^ihse 575. 

Läogenmassstab 575. 

Leitgerade 428. 

Leitkurve 339. 

Leitkurve einer Kegelfiäche 347. 

Leitkurve einer windschiefen Fläche 



Mannigfaltigkeit eines CrundgebÜdcs 

124, 
Massstäbe, perspektivische 574. 
Meudian 47 1 

"Vlothoilen der tJmlegung 53—56 
Metrische Beziehungen 44 
Metrische Beziehungen in dei Geo- 

metiie der Lage 19t 
Mittelpunkt eines Buscheis 122 
Mittelpunkt einer FlaLhe zweiten Gra- 

de'' 383 
Mittelpunkt einer Kuive zweiten Gra- 



448, 
Linearer Komplei 
Lioeacperspektive 
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Modul einer 

Modul eine 

245 267 
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LuftperapektiTe 5. 



224 

Nebencentium 51 
WebendistanE j1 
Neben hauptp unkt 51 
Neigung der Sehraubenlinie 533. 
Naigungskieis 14, 19 
Ni igungs Winkel 70, 71 
Netz von Polyedern 316, 
Neuere Geometrie 100 

Objekte, architektonische 618. 
Oktaeder, legelmä'isiges 329. 
didnting Hinei Fläi-he 840. 
Oidnung einer Kurie 149. 
Oiigin^l 5 

Oithogonilpiojektion jI. 
O-kuUtions ebene 46d 
Oskulationibypecboloid 451. 

Parabel 211. 

Parabolische Involution 208. 
Paraboloid 395. 
Paraboloid, elliptisches 401. 
Paraboloid, hyperbolisches 401, 431. 
Parallel ebene, erste oder vordere 20, 
Parallel ebene, zweite oder hintere 20. 
Parallele Ebenen l7, 32. 
Parallele Geraden 12, 
Parallelkreis 476. 
Parallellage 26. 
Parallelstrahl 12. 
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ParallelatrahlenbüBohel 198. 

Parallel Verschiebung 46. 

Pa.9carsclier Satz 152. 

Perspektive 5 

Peispelttive des Giundi '^es ^81 

PerspektiTiiches Bild 5 

Perspektivischer Daich^ciinitt 127 

Perspektivische Masi^täbe 574 

Perspektiyiseh Lollineare Verwandtr 
acliaifc 235 

Petspektivische Lage 124 

Perspektivität 124 

Pol 182, 37(J. 

Polare 182. 

Polarebene 370. 

Polardreiecfe 190. 

Polardreikant 363. 

Polarpi'ojektion 5. 

Polarredprocität 189. 

Polavtetraeder 377. 

Pole, gemeinschaftliche, zweier Kur- 
ven zweiten Grades 228, 

Polyeder 3!1. 

Polyeder, legelmä'jsiges 311 

Polygone degeneiierte 155 

Potenz einei Imolution 20b 

Prismi 311 

Prismitoid 335 

Projektion 125 

ProjektionBOGntiui 

Pio]ektionBoentiui 
lichea 128 

Pioiektioijscentrum umgelegtes 51. 

Projektionadieiei'k 5&4 

Proielitionsdreieck verändertes 585. 

Piojekboiisstrahl 6 

Projekhvische lieziehunjea 43 129. 

Projektiv i&che odei proicktive beo- 
metiie 100 

Punktfeld 122 

Punktiaum 122 

Punktieihe 121 

Punktsystem, latirnales 118 

Pyramide 311 

(Juidriipel hiiiiiumschei Punkte J77. 
Qiiadi i; el hiimonisi-her El eueti j77. 
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118. 
Raumkurve 4Ö2 

Einmkuive diittei Oidnung 4(5 
Eaumlith affln-1 ongiuente bj'iteme 

2'0 
Iväumiioh kollmear- kongruente Sy 

steine 270 
RiumlichiBisijektivnclieKullmeation 

265 
Eei,htwjnkelin( olution 209 
Reupioutat 189 
Reelle Elemente 141 
Reelle Bilder 6. 
Regelfläohe 339. 
Regelmässige Polyeder 311. 
Reihen, ähnliche 198. 
Reihen, inTolutorische 145, 
Reihen, koaxiale !32. 
Reihen, kongruente 200. 
Reihen, konjektivische 132. 
Relief 572. 
Relief Perspektive 572. 
Revolut!onsflä«he 476. 
Richtebene 431. 
Richtungskegel 453, 465. 
Ringfläche 528. 
Eöhrenflächen 339, 528. 
Rotationsflächen 339, 476. 
Rotationshyperboloid, einmanteliges 

404. 
Eotationahyperboloid , zwei 

404. 
Rotationskegel 404. 
Rotationaparaholoid 404. 
Riickkehrkurve 462. 
Rückkehrpunkt 467. 
Rückungsfläche 339. 



Schatten 551. 

Sciiein 125. 

Scheitel eines Büschels 122. 

Seheitel einer Kegelfläche 347. 

Scheitel einer Kurve zweiten Grades 

218. 
Schlagschatten 551. 
Schmiegongshypecboloid 451. 
Schnitt 125. 
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Schnitt, gegenseitiger, von Flächen 

544. 
Schnittgerade 33. 

Schraubenfläche, developpable &36. 
Schraubenfläohe, windschiefe 539, 844. 
Schraubenkonoid 539, 645. 
Schvanbenlinie 532, 640. 
SehproB6S3 1. 
Sehstrahl 1. 
Sehweite 2. 
Sehwinkel 1. 

Seiten einer körperlichen Ecke 303. 
Seitenwinkel 303. 
Selbatentsprechende Gerade 235. 
Selbstentsprechender Punkt 127. 
Selbstschatten 551. 
Seltratschattengrenae 552. 
Selbstachattenlinie 553. 
Sphäroid 404. 
Spiegelbilder 281. 
Spitae einer Kegelfläche 347. 
Spitze einer Kurve 467. 
Spnrebene 20. 
Spurgerade 22, 
Spurpunkt 21. 
Stammbiid 290. 

Steigung der Schraubenlinie 533. 
Strahlenbündel 132. 
Sti-ahlenbüsehel 131. 
Strahleofeld 123. 
Strahlenraum 123. 
Strahlen System, rationales 118. 
Stufe eines Grundgebildes 124. 
Supplementardreikant 303, 
Symmetrisch-inTolutorische Reiben 

und Büschel 208. 
Symmetrieachsen 218. 
Sjmmetrieebenen 369, S98. 

Tafe! 5. 

Tangente 34 i. 

Tangentialebene 343. 

Tetraeder 328, 377. 

Teilkreis 64—67. 

Teilpunkt 64—66, 194. 

Teilverhältnis 194, 196. 

Teilung yon Geraden (speziell) 619. 

Torsal ebene 455. 



rnr^allinie 454 

riiger 20, 121 

i'iTinsformation der Bilder 290 

Trennungahme zwi&clieii Licht und 
^ Schatten 552 

] Tripel konjugierter Durchmesser 363, 
387 

Tiipel konju giert ei Durchmessei 
' ebenen 363 387 

' Uradrehuiigsflächen 33» 476 
Um irehungsflichen zweiten &raile= 

403 
Umhüllte Flachen 527 
Umbflllungsfläche 526 
Umlegen (TJml^ung) 47 
UmgelegtesProjektionscentrnm 51 55 
UniuM eines Polyeders 310 
Umschriebene Kegelflkche -'44 
Ui Sprung 575 

Vektoien 225 
I Verändertes Projektio^isdieieLk 5S5 
I Vertikalebene 575 

Verschiebung des Centri m? 391 

Verschwmdungspunkt II 

^er3L.hwin1iingetrace 16 

Viereck, TOllstandigea 111 

Viertelt, vollständiges 112 

Vollftt&ndiges Tierei-k 111 

^olhtändige^ Vierseit 112 

Wahre Grösse und Form 44 
Wendepunkt 466 
Wendetangente 466 
Windschiefe t lache 339 
Windschiefe Flachen höheier Ord- 
nung 44S 
Windschiefe ridchen zweitei Ciidn mg 

Windschiefes Hyperboloid 423. 
Wölbfläche 452. 
Wurf 142. 
Würfel 326. 
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Zweiter Teil. 

Krumme Fläolien. 



V. Abschnitt. 
Krumme Flächen im allgemeinen. 

XI. Kapitel. 

Einleitende Bemerkungen. Definitionen. Allge- 
meine Eigenschaften der Flächen. Einteilung 
der Flachen. 

§ 258. 

Jjewegt sich eine Linie, d. i. der geometrische Ort einer 
einfach unendlichen Anzahl stetig aufeinander folgen- 
der Punkte, nach irgend einem Gesetze derart im Räume, dasa 
das Resultat selbst wieder eine stetige Folge von einfach un- 
endlich vielen Lagen der genannten Linie repräsentiert, so ent- 
steht, als Inbegriff oder geometrischer Ort aller dieser Lagen, ein 
geometrisches Gebilde, welches eine „Fläche" genannt wird. 

Eine so entstandene Flache kann selbstverständlich auch eine 
„Ebene" sein; ist sie aber von dieser letzteren in der Gestalt und 
in den Eigenschaften verschieden, so wird dieselbe als „lunimme 
Fläche" bezeichnet. 

Aus der vorher aufgestellten Definition folgt unmittelbar, 
dass eine krumme Fläche eine zweifach unendliche Mannig- 
faltigkeit oder einen zweistufigen Ort von Punkten re- 
präsentiert. 

Die Linien, welche eine krumme Fläche erzeugen, und welche 
im allgemeinen ebenfalls krumme Linien oder Kurven sind, 
im besonderen aber auch gerade Linien sein können, werden 
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die „Erzeugenden" der Pläclie genannt. Das Gesetz, nach wel- 
chem die Erzeugenden ihre Lage und allenfalls auch ihre Gestalt 
ändern, pflegt man das „Erzeuqunqsgesets" der krummen BMäche 



zu nennen. 

Da infolge der vorbe zeichneten Stetigkeit jeder Punkt einer 
krummen Fläche von einfach unendlich vielen, ihm unendlich 
nahe liegenden P mkten umgel en ist (welche man sich als die 
Peripheriepunkte eines unendlich kleinen Kreises vorsteilen kann), 
so ist einleuchtend dass mau ■* on jedem Punkte der Fläche nach 
unendlich vielen Kichtmgen zu unmittelbar benachbarten 
Plächenpunkten gelingen kann 

Denkt man -iieh eine deiaitigt, Verbindung von stetig auf- 
einander folgenden Hachenpunkten entweder regellos oder nach 
einem bestimmten Gesetze fortgesetzt, so erhält man eine krumme 
Linie, welche bloss aus Flächenpunkten zusammengesetzt er- 
scheint, und deshalb als eine ,, Kurve der Flache'' oder als 
„Karve auf der Fläche liegend" bezeichnet wird. 

Man sieht ohne weiteres ein, dass die Anzahl der auf 
einer Fläche liegenden Kurven unendlich gross ist, dass 
dieselben ein System von sozusagen unendlicher Stufe bilden, von 
welchem die die Fläche erzeugenden Kurven, obzwar selbst in un- 
endlicher Anzahl vorhanden, nur einen verschwindend kleinen Be- 
standteil bilden. 

Hieraus folgt, dass eine irgendwie erzeugte Fläche, anf un- 
endlich viele andere Arten erzeugt gedacht werden kann, indem 
man irgend eine einfach unendliche Schar auf der Fläche 
liegender, nach einem bestimmten Gesetze — dem neuen Er- 
zeugungsgesetze — voneinander abhängiger Kurven als 
neue Erzeugenden betrachtet. Es ist an und für sich klar, dass 
die ursprüngliche Erzeugungsart einer Fläche nicht immer auch 
die einfachste sein muss. 

§ 259. 

Wie bereits erwähnt, kaun das Erzeugungsgesetz einer krum- 
men Fläche voraussetzen, dass die Erzengenden, ohne ihre Form 
zu ändern, bloss einfach unendlich viele stetig aufeinander fol- 
gende Lagen im Räume einnehmen, oder aber, dass jeder unend- 
lich kleinen Änderung in der Lage einer Erzeugenden gleich- 
zeitig auch eine unendlich kleine Änderung ihrer Gestalt 
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entspricht. Dieser umstand gibt Veranlassung zu einer Einteilniig 
der krummen Flächen in solche, welche 

Ä) von einer Linie von unTeränderlicher Gestalt und 
Grösse erzeugt werden, und 

B) in solche Flächen, deren Erzeugenden der Grösse und 
Form nach veränderlich sind. 

Die Flächen der erstangeführten Art gestatten mit Rücksicht 
auf die besondere Natur der Erzeugenden oder des Erzeuguiigs- 
gesetzes noch folgende bemerkenswerte Unterabteilungen. 

a) „Begdflächm" oder „lÄnienßächen" d. h. solche, welche 
durch eine gerade Linie erzeugt werden. Man unterscheidet 
hierbei „windschiefe Beffelfläckm" und „ auf wickeibare Segelflächen", 
je nachdem je zwei unmittelbar aufeinander folgende Erzengenden 
(Geraden) der Fläche sich nicht schneiden oder aber einen 
Punkt gemein haben. 

Gehen insbesondere alle Erzeugenden durch denselben 
Punkt, so bezeichnet man die aufwickelbare Fläche als „Kegel- 
fläche" oder, falle der genannte Punkt im Unendlichen liegt. 



b) „Boiations flächen," oder „ Umdrehungsflächen", welche durch 
Umdrehung einer unveränderlichen mit einer Geraden — 
der „Drehungsachse" — fest verbundenen Kurve um die 
letztere entstehen. 

c) „BilcJmngs-" und „Röhrenflächen" von „unveränderlichem 
Querschnitt." 

Unter „Röhrenflächen" versteht mau solche, welche durch 
eine unveränderliche ebene Kurve derart erzeugt werden, 
dass ein bestimmter Punkt der letzteren eine zweite gegebene 
Kurve, die „Leifkurve" durchläuft, und die augehörige Tangente 
der letzteren gleichzeitig normal zur Ebene der ersteren Kurve ist. 

„Rückungsflächen" von unveränderlichem Querschnitt ent- 
stehen durch die Parallelversehiebung einer unveränderlichen 
Kurve längs einer gegebenen festen Kurve, der „Leitkurve". 

Die Flächen der zweiten Art sind in ihrer Brzeugungs weise 
so mannigfaltig, dass keine charakteristischen Unterabteilungen 
derselben aufgestellt werden können. 

Es ist von selbst einleuchtend, dass jede Fläche der ersten 
Art gleichzeitig als eine Fläche der zweiten Art aufgefasst wer- 
den kann, dass aber nicht auch das umgekehrte seine Geltung 
habe. 
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So kann beispielsweise jede windschiefe Begelfläclie auf un- 
endlich viele Arten durch veränderliche Kurven, welelie auf ihr 
liegen, erzeugt werden; umgekehrt kann jedoch eine durch eine 
veränderliche Kurve erzeugte Fläche nur dann eine windschiefe 
Regelfläche sein, wenn sich auf irgend eine Weise zeigen lässt, 
dass sie einfach nnendlich viele Geraden enthält. 



§ 260. 

Wir wollen nun die Beziehungen, welche eine Gerade, 
eine Ebene oder ein Punkt zu einer Fläche haben können, 
untersuchen und die hieraus folgenden Eigenschaften ableiten. 

Eine gerade Linie kann entweder einer krummen Fläche 
angehören, in welchem Falle sie alle Punkte mit der Flache 
gemein hat, oder sie kann die Fläche schneiden, d. h, eine 
endliche Anzahl von Punkten mit der Fläche gemein haben. 

Hat eine Flache mit einer beliebigen Geraden im Baume n 
(reelle oder imaginäre) Punkte gemein, so bezeichnet man diese 
Fläche als eine „Fläche n-ter Ordnung". 

Selbstverständlich gibt es auch Fälle, in welchen eine Ge- 
rade mit einer Fläche, ohne mit ihr zusammenzufallen, unend- 
lich viele Paukte gemein hat. Derartige Flächen haben sodann 
eine unendlich grosse Ordnungszahl, und werden „transcmdente" 
Flächen genannt, zum Unterschiede von Flächen mit endlichei 
Ordnungszahl, welche als „algebraische" Flächen bezeichnet 
werden. Diese Bezeichnungen rühren bekanntheh von dem Um- 
stände her, dass in der analytischen Geometrie die Gleichungen 
der erstgeuanuten Flächen transcendent, die der letzteren jedoch 
algebraisch sind. 

Der aufgestellten Definition gemäss ist also eine Ebene, da 
sie mit einer beliebigen Geraden des Baumes nur einen Punkt 
gemein hat, eine Fläche „erster Ordnung"; eine Kugel dagegen, 
welche mit einer Geraden im Baame zwei (reelle oder imaginäre) 
Punkte gemein hat, eine Fläche „zweiter Ordnung" u. s. w. 

Nachdem eine Gerade mit einer Flache im allgemeinen eine 
endliche Anzahl von Punkten gemein hat, so wird eine Ebene, 
welche man allenfalls als geometrischen Ort der Geraden eines 
Strahl enbiisch eis betrachten kann, mit der Fläche einfach un- 
endlich viele Punkte gemein haben, oder mit anderen Worten; 
eine Ebene wird die Fläche in einer Kurve schneiden. 
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Da ferner eine solche Kurve mit jeder in ihrer Ebene 
liegenden Geraden dieselhen Punkte gemein hat, in welchen 
diese Gerade die Fläche trifft, so folgt der Satz: 

„Der Schnitt einer Fläche n-ter Ordnung mit einer Ebene ist 
eine Kurve n-teir < 



§261. 

Bezeichnen wir zwei auf einer krummen Fläche F liegende, 
nuendlich nahe Punkte mit a und b, so wird deren Verbin- 
dangsgerade t diese beiden Punkte mit der Fläche gemein haben, 
und wird als solche eine „Tangente" der Fläche genannt. Die 
Vei'einigung der beiden unendlich nahen Punkte heisst der 
„BerührungspunM" der Tangente t. 

Da man durch die beiden unendlich nahen Punkte a und b 
unendlich viele auf der Fläche liegende Kurven führen kann, 
so ist die Tangente t der Fläche selbstverständlich aueb eine 
Tangeute aller dieser Kurven in dem nämlichen Berührungs- 
punkte (ab). 

Umgekehrt ist die Tangente einer beliebig auf einer 
Fläche gezeichneten Kurve in einem ihrer Punkte gleichzeitig 
auch eine Tangente der Fläche in demselben Punkte, da 
die beiden unendlich nahen Punkte, welche die besagte Tangente 
mit der Kurve gemein hat, auch der Fläche angehören. 

Liegt auf einer Fläche eine Gerade, so kann diese stets ak 
die Verbin du ugsger ade zweier ihrer Punkte, im allgemeinen also 
auch als Verbindungsgerade zweier ihrer unendlich nahen 
Punkte betrachtet werden, woraus folgt, dass die bezeichnete Ge- 
rade als eine Tangente der Fläche in jedem ihrer (der Ge- 
raden) Punkte aufgefasst werden kann, 

§ 262. 

Denken wir uns auf einer Fläche F einen beliebigen Punkt a 
[Fig. 206, Taf. XtV] angenommen. 

Wie au früherer Stelle (§ 258) erwähnt wurde, kann man 
durch diesen Punkt a auf der Fläche unendlich viele Kurven 
C, Ci, Cg . . , nach allen mögliehen Richtungen fuhren, d. i. Kur- 
ven zeichnen, die durch a und die den Punkt a im Kreise um- 
gebenden einfach unendlich vielen, unendiich nahe an a gelegenen 
Punkte gehen. Eine Fläche besitzt hiernach in jedem Punkte 
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im allgemeinen einfach unendlieh viele Tangenten, d. h. die 
Tangenten t, i^, tg . . . der vorgenannten Kurve C, C^, C^ . . . 

Es ist iinn leicht zu zeigen, dass alle diese Tangenten 
in einer nnd derselben Ebene liegen. 

Setzen wir zum Zwecke dieses Nachweises irgend zwei durch 
a gehende Kurven C, und Cg der Fläche F und ihre Tangenten 
ti nnd t^ als fest voraus, und nehmen wir an, eine dritte Kurve, 
von welcher C eine Lage repräsentieren möge, erzeuge die Fläche F. 

Die erzeugende Kurve trifft in der Lage C die beiden festen 
Kurven Cj und Cj in zwei Punkten b und C, welche unterein- 
ander und mit a verbunden, beziehungsweise die drei Geraden S, 
8j und Sg ergeben. Diese drei Geraden bilden ein Dreieck, hegen 
also in einer und derselben Ebene, und repräsentieren gleichzeitig 
drei Sekanten der Kurven C, Cj und Cj. 

Denkt man sich nun, dass die Kurve C, die Fläche F er- 
zeugend, sieh immer mehr und mehr dem Punkte a nähere und 
endlich eine Lage C annehme, in welcher sie den Punkt a ent^ 
hält, so werden sich gleichzeitig auch die Punkte b und c auf 
den Kurven C^ und C^ immer mehr dem Punkte a und einander 
nähern, bis sie endlich beide mit a selbst zusammenfallen. Hier- 
bei werden sieh aber auch die drei Sekanten S, S^ und Sg, ohne 
aufzuhören einer und derselben Ebene anzugehören, den 
Tangenten f, f;, und f^ der drei Kurven C, Cj und Cg nähern und 
endlich mit denselben zur Deckung gelangen. 

Hiermit ist nachgewiesen, dass die Tangente t der ver- 
änderlichen Kurve C im Punkte a in derjenigen Ebene 
liegt, welche durch die beiden als fest angenommenen Tan- 
genten t^ und tg bestimmt ist. 

Würde man die Fläche durch andere Kurven erzeugen, so 
würde man auf gleiche Weise finden, dass die Tangente der durch 
a gehenden Lage der neuen Frzeugenden ebenfalls in der Ebene 
(tj, tg) liege, dass also überhaupt sämtliche Tangenten der 
Fläche im Punkte a in der Ebene (t^, t^) liegen müssen. 

Zu gleichem Resultate gelangt man auch durch folgende in- 
direkte Überlegung. Würden die sämtlichen Tangenten der 
Fläche im Punkte a nicht in einer und derselben Ebene liegen, 
so müssen sie paarweise Winkel von irgend welcher Grösse bilden; 
es müsste also auch eine Kurve auf der Fläche, welche zwei solche 
Tangenten t und t' berühren sollte, notwendig in a einen soge- 
nannten Doppelpunkt, d. i. die in Fig. 207, Taf. SIV augedeu- 
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tete Gestalt besitzen, was aber offenbar nicht in jedem Punkte 
der Fläche der Fall sein kann. Es folgt mithin der Satz: 

„Sämtliche Tang&rtien einer krummen Fläche in einem belie- 
bigen ihrer Punkte liegen in einer und derselben Ebene." 

Die besagte Ebene pflegt man die „Berührungsebene" oder 
die „Tangentialebene" der Fläche F in dem betreffenden 
Punkte a zn nennen. 

Der vorstehenden Betrachtung ist ohne weiteres auch zu ent^ 
nehmen, dass die Tangentialebene einer Fläche in einem 
Punkte der letzteren durch zwei Tangenten der Fläche in 
diesem Punkte vollständig bestimmt ist, ein Resultat, wel- 
ches für die konstruktive Bestimmung von Tangentialebenen an 
krumme Flächen von der grössten Bedeutung ist. 

In § 261 wurde gezeigt, dass eine auf einer Flache lie- 
gende Gerade gleichzeitig in allen ihren Punkten eine Flä- 
chentangente darstelle 

Geht also duich einen luf der Flache liegenden Punkt a 
eine Gerade so ii>t dieselbe eine der unenllich \ielen durch a 
gehenden Pl^ihentangeuten nnd musa mithin m der Tan- 
gentialebene der Flache im Punkte a hegen Es besteht da- 
her der Satz 

„Die Bprnht unjsebene einei Irummen Flicht, in jbdtm Punkte 
einer der Flache unjef 01 etilen Getadtn enthalt siel diese Gerade." 

g 263 

Denken wii uns auf irgend einer Flache F einen beliebigen 
Punkt a an;,enrmmen und sei T die Tangenti ilebene m demselben. 

Wird dun,h a eiUL leliebige Ebene E gelegt so wird diese 
die Fläche in emei duich a gel enden Kurve C schneiden. Die 
Tangente t dieser Kur^e im Punkte a ist ahei gleichzeitig eine 
Tangente dei Flache F m dem n mihcl en Punkte und muss daher 
in der Tangentialebene T liegen Nachdem abei lie genannte 
Kurventangente t notwendig lueh m dei Ebene E der 
Kurve C hegen muss so wud die besagte Tangente offenbar 
durch den bchnitt dei beiden Ebenen E unl T laigestellt 
Daher gilt der Satz 

„Die Tangentialebene etnei Flacht, und von einet dmch den 
Berührungi.2>unkt gehenden Fbene in einet Tanjente derjenigen 
Kurve geschnitten welche sich als bchmtt lieber Ebene mit der 
Fläche ergibt." 
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§ 264. 

Eine beliebige Fläche F [Pig- 208, Taf. XIV] nnd ein dieser 
Fläche nicht angehörender, also ausserhalb derselben 
liegender Punkt P sei gegeben; es ist zn untersuchen, ob durch 
diesen Punkt Tangenten beziehungsweise Berührebenen der 
Fläche geben. 

Denkeu wir uns zu diesem Zwecke allenfalls durch P eine 
Ebene e gelegt, welche die Fläche F in einer Kurve C schneiden 
mag. An diese Kurve C lässt sich von P aus eine bestimmte 
endliche Anzahl von Tangenten führen. Selbstverständlich wer- 
den diese Tangenten gleichzeitig auch die Fläche in den näm- 
lichen Punkten berühren, in welchen sie die Kurve C tangieren. 

Nachdem aber solcher Ebenen e durch P unendlich viele ge- 
legt werden können (beispielsweise alle Ebenen eines Ebenenbii- 
schels, dessen Achse irgend eine durch P gehende Gerade g sein 
kann), so folgt unmittelbar, dass auch die Zahl der durch P 
gehenden Plächentangenten unendlich gross sei. 

Alle diese Tangenten bilden eine Kegelfläche, deren Scheitel 
der Punkt P ist, und welche als die „der Fläche am dem Funkte 
P umschriebene Ke^elfläche" oder turz als ein der Fläche „um- 
schriebener Kegel" bezeichnet wird. 

Der geometrische Ort der Berührungspunkte a . . . aller durch 
P gehenden Tangenten t . . . ist eine auf der Fläche liegende 
Kurve Bp, welche die „Berührungslmrve des umschriebenen Kegds" 
oder die dem Punkte P „entsprechende Beriihrungskurve" genannt 
wird. Ziehen wir in einem beliebigen Punkte a der Berührungs- 
kurve Bp die Tangente t' an die letztere, sowie auch die durch 
P gehende Flächentangente t, so ist durch t und t' die Tangen- 
tialebene der Fläche im Punkte a (nach § 262) vollkommen 
bestimmt. 

Das Gleiche gilt offenbar von jedem beliebigen anderen Punkte 
der Berübrungskurve Bp, so dass diese nicht nur den geome- 
trischen Ort der Berührungspunkte der Fläche mit allen 
durch P gehenden Tangenten, sondern auch mit allen durch P 
1 Tangentialebenen repräsentiert. 

Berücksichtigen wir weiter, dass die Kurve Bp auch dem um- 
schriebenen Kegel angehört, die Gerade t' also auch eine Taugente 
des letzteren ist, und dass ferner die auf dem Kegel liegende 
durch a gehende Gerade t (nach Satz 2, § 262) der Berührungs- 
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ebene des Kegels im Punkte a angehören muss, so finden wir, 
dass die Tangentialebene (t, t'} der Fläche F im Punkte a 
auch den umschriebenen Kegel (P, ßp) in dem nämlichen 
Punkte a berührt. Es folgt daher der Satz; 

„Die unendlich vielen von einem einer Mäche nicht angehören- 
den Punkte an die letztere gelegten Tangenten sind Erzeugenden 
eines Kegels; ihre Berührungspunkte bilden eine der Fläche und 
dem umschriebenen Kegel gemeinschaftliche Kurve. Die Tangen- 
tialebenen der Fläche in allen- Punkten dieser Kurve sind gleich- 
seitig auch Tangentialebenen des umschriebenen Kegds." 

Liegt der Punkt P in unendlicher Entfernung, sind also 
die an die Fläche gelegten Tangenten und Tangentialebenen sämt- 
lich zu einer gegebenen Geraden parallel, so tritt au die 
Stelle des umschriebeneu Kegels inabesondere ein umschriebener 
Gylinder. 

§ 265. 

Da, wie eben gezeigt wurde, durch einen beliebigen Punkt 
einfach unendlich viele Tangentialebenen gelegt werden können, 
so ist ohne weiteres Mar, dass die Zahl der durch irgend eine 
Gerade g [Fig. 208, Taf. SIV] an eine Fläche F gelegten 
Tangentialebenen notwendig eine endliche sein muss. 

Denken wir uns auf der Geraden g [Fig. 208, Taf. XIV] 
zwei beliebige Punkte P und Q angenommen, und seien ßp resp. 
Bq die den besagten Punkten entsprechenden Berührungskurven. 
Die letzteren werden sich in einer gewissen Anzahl von Punkten 
m . . . schneiden, und es ist leicht einzusehen, daas jeder dieser 
Punkte ein Berührungspunkt der Fläche mit einer durch die Ge- 
rade g gehenden Tangentialebene sei. So ist beispielsweise die 
Ebene (g, m) eine Tangentialebene, denn sie enthält die Erzeu- 
genden Pm;^=ii und Qni = t2 der beiden beziehungsweise aus P 
und Q umschriebenen Kegel, d, h, zwei Tangenten der Fläche 
F im Punkte m. 

Denken wir uns endlich einen beliebigen dritten Punkt R 
auf der Geraden g angenommen, so wird die demselben entspre- 
chende Berübrungskurve, als Ort der Berührungspunkte aller durch 
R gehenden Tangentialebenen, auch die Berührungspunkte m . . , 
der durch g gehenden Berührehenen enthalten; es folgt sonach 
der Satz: 
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„Die allen PunUen einer und derselben Geraden entsprechen- 
den BervJirungskurvm auf einer Fläche gehen durch eine Anzahl 
fester Punlde auf der Fläche, d. i. durch die Berührungspunkte 
aller die genannte Gerade enthaltenden Tangentialebenen." 

Gehen durch eine Gerade an eine Fläche tl Tangential- 
ebenen, 80 bezeichnet man dieselbe als eine „Fläche n-ter Klasse". 

Die Klassenzahl und die Ordnungszahl einer Fläche 
atimnaen im allgemeiuen nicht überein. Ist jedoch eine Fläche 
gleichzeitig von der n-ten Ordnung und der n-ten Klasse, 
so nennt man sie eine „Fläche n-tm Grades". 
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VI. Abschnitt. 

KegQl- und Cylinderflächen. 

Sil. Kapitel. 

Eigenschaften der Kegel- und Cylinderflächen 
im allgemeinen. 



Wie bereits in § 259 erwähnt wurde, ist eine Eegelliäehe 
der geometrische Ort einfach uuendlieh vieler, stetig aufeinander 
folgender Geraden, welche sämtlich duroh einen festen Punkt, den 
„Scheitel", „Mittelpunkt" oder die „Spitze" des Kegels, gehen. 

Liegt dieser Scheitel insbesondere in unendlicher Entfer- 
nung, so sind die Erzeugenden der Fläche sämtlich untereinander 
parallel, und die Kegelfläche übergeht in eine „Cylinderfläche". 

Soll hei gegebenem Scheitel eine bestimmte Kegelfläche er- 
zeugt werden, so muaa die Lage der Erzeugenden selbstverständ- 
lich durch irgend eine weitere (einfache) Bedingung festgestellt sein. 

Eine der gewöhnlichsten Bedingungen ist die, dass die Kegel- 
fläehe eine gegebene ebene oder Raum-Kurve zu enthalten habe. 
Diesfalls ergeben sich die Kegelerzeugenden sofort als die Ver- 
bindungsgeraden des Kegelseheitels mit den einzelnen Punkten 
dieser Kurve. Die letztere wird deshalb die „Leitkurve" des Ke- 



Es ist ohne weiteres einleuchtend, dass die Eigenschaften einer 
Kegelfläehe lediglich von den Eigenschaften der ihr zu Grunde 
liegenden Leitkurve abhängen werden. Hierbei ist es selbstver- 
ständlich gleichgültig, ob die Leitkurve eine ebene oder eine 
Raumkurve ist, da im letzteren Falle die gegebene Kurve ohne 
weiteres durch den Schnitt des erzeugten Kegels mit einer Ebene 
ersetzt werden kann. Für die weiteren Betrachtungen können wir 
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deshalb anstandslos von der Voraussetzung ausgehen, dass die Leit- 
kurve L [Fig. 209, Taf. XIV] eine ebene Kurve sei. Die Ebene 
der letzteren bezeichnen wir kurz mit El und den Kegelscheitel 
mit S. 

Die Kegelfläche (S, L) kann in jedem Falle als eine Pyramide 
hetrachtet werden, wenn man die Leitkurve als ein Basispolygon 
von unendlich vielen, unendlich kleinen Seiten auffasst; es werden 
mithin alle projektivischen Eigenschaften, welche für Pyra- 
miden ihre Geltung haben, unmittelbar auch auf Kegelflächen 
ausgedehnt werden können. 

Hiernach tritt an die Stelle des in § 246 für Pyramiden be- 
wiesenen Satzes uumittelhar der nachstehende, sobald man unter 
einem ebenen Schnitt eines Kegels jene Kurve versteht, welche 
von den Treffpunkten aller Kegelerzeugenden mit der schneiden- 
den Ebene gebildet wird, 

„Die Cmtralprojekiion eines ebenen Schnittes einer Kegel fläehe 
und die CenträlprojelcUon ihrer (ebmen) Leithurve sind stets hoüt- 
near in bezug auf das Bild des Kegelseheitela (üs KolUneatims- 
centrum und das Bild der der schneidenden Ebene und der Ebene 
der Leitkurve gemeinsamen Geraden als KolUneationsachse." 

Im Falle einer Pyramide bestimmt man deren Schnitt- 
punkte mit einer helieHgen G-eraden unter Anwendung einer 
durch diese Gerade und den Pyramidenscheitel gelegten Hilfsebene. 
Der gleichen Methode bedient man sich auch, wenn die Aufgabe 
vorliegt: die Schnittpunkte einer Kegelfläche (S, L) mit 
einer beliebigen Geraden G zu hestimmen. 

Wir legen diesfalls durch 6 und den Scheitel S eine Hilfs- 
ebene, welche die Ebene El der Leitkurve L in der Geraden g 
schneiden möge. Diese Gerade g wird die Leitkurve L selbst in 
einer bestimmten Anzahl von Punkten a, b . . . treffen. Verbin- 
det mau die genannten Punkte mit dem Scheitel S, so erhält 
man jene Kegel erzeugenden Sa, Sb, . . . , welche der gegebenen 
Kegelfläche (S, L) und der Hilfsebeue (S, G) gleichzeitig ange- 
hören. Die Punkte A, B . . . , welche sieh als Schnitte dieser Er- 
zeugenden Sa, Sb . , . mit der Geraden G ergeben, sind sodann 
die gemeinschaftlichen Punkte von G und der Kegelfläche 
(S, L), also die Schnittpunkte von G mit (S, L). 

Hieraus ist unmittelbar zu .entnehmen, dass die Anzahl der 
gemeinschaftlichen Punkte einer Kegelfiäche und einer beliebigen 
Geraden genau mit der Anzahl der Schnittpunkte der Leit- 
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kurve mit irgend einer Geraden ihrer Ebene überein- 
atimmt, oder mit anderen Worten: 

„Die OrdwungszaM einer Kegelftäche ist stets gleich der Ordr- 
nungszahl ihrer ebenen Leitkurve." 

Der vorstellende Satz ist übrigens acbon in dem früher (§ 260) 
atisgespcoehenen allgemeineren Satze enthalten. 

Ist die Leitkurve eines Kegels keine ebene Kurve, so ivird 
der eben bewiesene Satz (wenn die „Ordnung" einer Eaunj- 
kurve als die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer Ebene defi- 
niert wird) im allgemeinen seine Gültigkeit beibehalten; im be- 
sonderen jedoch kann es vorkommen, dasa bestimmte gegenseitige 
Lagen von Kegelscheite! und Leitkurve die Ordnung der Kegel- 
fläche erniedrigen. Beispielsweise mag hier nur erwähnt werden, 
dass, sobald die Leitkurve einer Kegelääche eine Raumkurve n-ter 
Ordnung ist, und der Kegelscheitel insbesondere mit einem 
Punkte dieser Kurve zusammenfällt, die Ordnung der 
Kegelfläohe durch die Zahl (n — 1) ausgedrückt erscheint. 



Sei wieder S [Fig. 209, Taf. XIV] der Scheitel, und L eine 
ebene Leitkurve einer Kegelfläche (S, L); stelle ferner P einen 
beliebigen Punkt dieser Kegelfläche, und SP^g die durch den- 
selben gehende Erzeugende vor. 

Ist die Tangentialebene der Kegelfläche in dem Punkte 
P zu bestimmen, so wird man vor allem den au früherer Stelle 
(§ 262, Satz 2) bewiesenen Satz zu beachten haben, nach welchem 
die verlangte Tangentialebene notwendig die durch P gehende Er- 
zeugende g = SP enthalten muss. Zur weitereu Bestimmung der 
besagten Ebene wird es genügen, die Taugente T einer auf der 
Kegelfläche durch den Punkt P gehenden Kurve C in dem be- 
zeichneten Punkte KU ermitteln. 

Nachdem diese Tangente T mit der Kurve C, also auch mit 
der Kegelfläche, ausser dem gegebenen Punkte P noch einen die- 
sem Punkte unendlich nahen Punkt P' enthält, so folgt un- 
mittelbar, dass die durch g uud T bestimmte Tangentialebene 
ausser der Erzeugenden g auch noch jene Erzeugeude g' enthal- 
ten rauss, welche der erstgenannten g unendlich nahe liegt nnd 
sich als die Verbindungsgerade des Kegelscheitels S mit dem 
Punkte P' ei^ibfc. 
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Hieraus folgt die wesentliche, für jede Kegelfläelie gültige 
Eigenschaft, dass die Tangentialebene (g, T) die Pläehe nicht 
nur im Punkte P, sondern in allen Punkten der Erzeugen 
den g berührt. 

Betrachten wir, um dies naehzuweiaen, beispielsweise den der 
Erzeugenden g und der Leitkurve L gemeinschaftliehen Punkt p. 

Die vorgenannte Tangentialebene (g, T) sehneidet die Ebene 
El der Leitkurve in einer Geraden t, welche notwendig durch die 
Schnittpunkte p und p' der Ebene El mit den beiden in der 
Tangentialebene liegenden Erzeugenden g und g' gehen muss. 
Nachdem aber diese Erzeugenden unendlich nahe aneinander 
liegen, gilt dasselbe auch von den beiden Punkten p und p', 
welche die genannten Erzeugenden mit der Leitkurve L gemein 
haben; die Gerade t stellt mitbin die Tangente der Leitkurve 
L im Punkte p vor. 

Wollte man also direkt die Tangentialebene der Ke- 
gelfläehe im -Punkte p konstruieren, ao könnte man zu ihrer 
Bestimmung sofort die eben gefundene Tangente t und die Er- 
zeugende g benützen. Hieraus folgt aber, dass die sieb so er- 
gebende Tangentialebene mit der früher ermittelten {g, T) 
identiscb ist. Es gilt sonach der Satz: 

„Jede Tangentialebene einer Kegelfläche berührt die letztere in 
allen Punkten einer Erzeugenden." 

Die Erzengende, längs welcher die Berührung stattfindet, 
heisst die „Berükrungserzeugende" der Tangentialebene, und ist 
strenge genommen als die Vereinigung zweier unmittelbar auf- 
einander folgenden Kegel er zeugenden aufzufassen. 

Eine wichtige konstruktive Verwertung des eben bewiesenen 
Satzes besteht darin, dass man, um die Tangentialebene eines 
Kegels in einem seiner Punkte P zu konstruieren, nicht 
erst nötig hat, eine durch P gehende Kurve C und deren Tan- 
gente zu bestimmen, sondern einfach die Tangentialebene als jene 
Ebene ermittelt, welche durch die den Punkt P enthaltende Kegel- 
erzeugende g und nebstbei durch die Tangente t der Leitkurve L 
in dem der genannten Erzeugenden angehörenden Punkte p gebt. 

Eine weitere Eigenschaft ergibt sich bezüglich der in einer 
Kegelberührebeue liegenden Geraden. 

Da nämlich eine Kegel tangentialebene stets zwei unmittelbar 
aufeinander folgende Erzeugenden g und g' enthält, so wird eine 
in ihr liegende Gerade mit diesen beiden Erzeugenden, also anch 
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mit der Kegelfläche selbst zwei nnendlicli nalie Punkte gemein 
haben; diese Gerade wird also Hotwendig eine Tangente der 
Kegelfläehe vorstellen, den Fall ausgenommen, in welchem die 
Gerade inabesondere durch den Kegelseheitel geht. Mithin besteht 
der Satz: 

„Jede Gerade in einer Tanffenttalebme eines Kegels berührt, 
sofern sie nicht durch den Kegelsolieitel 'leht, den Kegel in jensm 
Punkte, in welchem sie die Berühret zeuf}en(le der genannten Tan- 
gentialebene trifft." 

Aus diesem Satze ist sofort zu entnehmen, dass man durch 
eine Gerade an eine Kegelfläche im allgemeinen keine Beröhr- 
ebene legen kann, und dass die Möglichkeit der Führung einer 
Tangentialebene die besondere Voraussetzung erheischt, dass die 
besagte Gerade entweder durch den Kegelscheitel geht, oder 
aber seifet eine Tangente der Kegelfläche i 



Hingegen gibt es stets {reelle oder imaginäre) Tangential- 
ebenen eines Kegels (S, K) [Fig. 209, Taf. XIV], welche nebst- 
bei durch einen der Kegelfläche nicht angehörenden Punkt 
M gehen. 

Da jede Tangentialebene des Kegels notwendig den Scheitel 
S des letzteren enthält, so werden insbesondere die durch M gehen- 
den Tangential ebenen des Kegeis die Gerade SM enthalten 
müssen; die Schnittgerade der besagten Kegelberührebene 
mit der Ebene El der Leitkurve des Kegels muss sonach durch 
jenen Punkt m gehen, in welchem die Ebene El von der Ge- 
raden SM getroffen wird. 

Anderseits ist aber, wie vorher gezeigt wurde, die Schnitt- 
gerade der Ebene El mit jeder Tangentialebene des Kegels eine 
Tangente der Leitkurve L. Hiernach werden die durch M 
gehenden Tangentialebenen des Kegels nur jene Ebenen sein 
können, welche durch den Kegelseheitel S und durch die vom 
Punkte m ausgehenden Tangenten i, tj, . . der Leitkurve L gehen. 

Gleichzeitig gelangen wir zu dem Resultate , dass die A n- 
zahl der durch einen beliebigen Punkt M gehenden Tangential- 
ebenen eines Kegels der Anzahl der durch einen Punkt m 
gehenden Tangenten seiner Leitkurve gleich sei, also mit 
der Klassenzahl dieser Leitkurve übereinstimmt. 
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Ans diesen Betrachtungen geht weiter hervor, dass sich in 
bezug auf die Tangentialehenen die Kegelflächen anders 
verhalten, wie krumme Flächen im allgemeinen, und dass dies- 
bezüglich folgende Unterschiede auftreten. 

Während die Tangentialebene einer krummen Fläche im 
allgemeinen diese letztere nur in einem Punkte berührt, besitzt 
eine Kegelberühreben e unendlich viele Berührungspunkte. 

An eine krumme Fläche im allgemeinen lassen sich durch 
einen Punkt im Räume unendlich viele Berührebenen legen, 
deren Berührungspunkte die diesem Punkte entsprechende Be- 
rührungskurve bilden. An eine Kegelfläche hingegen kann 
durch einen Punkt im Räume nur eine endliche Anzahl von 
Berührungsebenen gelegt werden. (Unter Umständen kann 
man allerdings die Gesamtheit der „Berührerzeugenden" die- 
ser Tangentialebene als die dem genannten Punkte entsprechende 
„ Beruh ningskurve " auffassen,) 

Ferner kann an eine allgemeine krumme Fläche durch eine 
beliebige Gerade im Räume eine endliche Anzahl von Tangen- 
tialebenen geführt werden; an eine Kegelfläche dagegen wird nuter 
den gleichen umständen im allgemeinen keine Beruh rungs ebene 
möglich sein. 

Dieses besondere Verhalten der Kegelflächen ist allen auf- 
wickelbaren Flächen gemeinsam. Wir werden an späterer 
Stelle darauf zurückkommen. 

Gleichzeitig sei hiev bemerkt, dass im Falle einer Kegelüäehe 
die Anzahl der durch einen Punkt ausserhalb der Fläche 
gehenden Tangentialebenen als die „Klassenmhl" der Ke- 
gelfläche definiert wird. Wie vorher gezeigt wurde, ist daher 
die Klassenzahl einer Kegelfläche stets gleich der Klassen- 
zahl ihres ebenen Schnittes oder, was dasselbe aussagt, ihrer 
. Leitkurve. 



§ 269. 

Nachdem sieh eine Cylinderfläche von einer Kegelfläche 
nur dadurch unterscheidet, dass ihr Scheitel ein unendlich fer- 
ner Punkt ist, so werden alle bezüglich der Kegelflächen ge- 
pflogenen Erörterungen und bewieseneu Eigenschaften, da seihe 
durchwegs projektivischer Natur sind, ohne weiteres auch für 
Cylinderflächen gelten. 
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Zu bemerken wäre allenfalls noch, dass ebenso wie eine Kegel- 
fläche als Pyramide, auch eine Cylindei'fläche als ein Prisma be- 
trachtet werden könne, sobald man die Leitkurve als ein Polygon 
von unendlich vielen unendlich kleinen Seiten anffasat. 

Einen (allerdings unwesentlichen) Unterschied zeigen die Kegel- 
nnd Cy linder flächen mit Riieksieht auf die unendlich fernen 
Punkte ihrer ebenen Schnitte, 

Ein ebener Schnitt einer Kegelfläche kann unendlich 
ferne Punkte besitzen, ganz gleichgültig, ob der Leitkurve des 
Kegels unendlich ferne Punkte zukommen öder nicht. 

Nachdem nämlich die Schnittkurve des Kegels mit irgend 
einer Ebene den geometrischen Ort der Schnittpunkte die- 
ser Ebene mit allen Kegelerzeugenden repräsentiert, so wird es, 
um unendlich ferne Punkte der Schnittkurve zu erbalten, ge- 
nügen, die Lage der schneidenden Ebene so zu wählen, daas sie 
zu einer, zwei oder mehreren Kegelerzeugenden parallel ist. 

Die Asymptote eines solchen unendlich fernen Punktee der 
Schnittkurve muss als Tangente der letzteren [nach früheren 
Erörterungen {§ 26?)] in der Tangentialebene der Kegelfläche in 
dem unendlich fernen Punkte, d. i. in derjenigen Tangentialebene 
liegen, deren Berührungserz engende die zur schneidenden Ebene 
parallele Eegelerzeugende ist. Es gilt daher der Satz: 

„Die Asymptoten eines ebenen Schnittes einer Kegelfiäcke sind 
die Schnittgeraden der schneidenden Ebene mit jenen Tangential- 
ebenen des Kegels, deren Beruhrungserzeugmden mr schneidenden 
Ebene parallel sind." 

Hat man es aber inshesondero mit einer Cylinderfläche zu 
thun, so ist zu unterscheiden, ob die Leitkurve unendlich 
ferne Punkte besitzt oder nicht. Im letzteren Falle hat die 
Cylinderfläche einen einzigen unendlich fernen Punkt, d. i. ihren 
mi Unendlichen liegenden Scheitel. Ein ebener Schnitt kann da- 
her, sofern er nicht lediglich aus Erzeugenden besteht, keine 
unendlich fernen Punkte besitzen. 

Hat hingegen die Leitkurve des Cylinders selbst n un- 
endlich ferne Punkte, so besitzt die Cylinderfläche n Erzeu- 
gende, welche ganz im Unendlichen liegen; es sind dies die Ver- 
bindungsgeraden der genannten n unendlich fernen Punkte mit 
dem gleichfalls unendlich fernen Cjlinderscheitel. In diesem Falle 
hat auch jeder ebene Schnitt n unendlich ferne Punkte, und 
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zwar die gemeinschaftlichen Punkte der schneidenden Ebene 
und der vorgenannten n anendlich fernen Cylindererzeu- 
genden. Ea besteht mithin der Satz: 

„Sämtliche ebene Schnitte einer Oylinderftäehe haben utets gleich 
viele reeVe mienrllich ferne Punkte." 



XIII. Kapitel. 

Kegel- und Cylinderflächen zweiten Grades. 

§ 270. 

Wird als Leitknrve einer Eegelfläche eine Kurve K 
zweiten Grades [Fig. 210, Taf. XIV] angenommen, so ist diese 
Kegelfläche sowohl von der zweiten Ordnung als auch von der 
zweiten Klasse (da nach den Betrachtungen in § 266 und 268 
die Ordnungszahl sowohl, als auch die Klasseuzahl einer Kegel- 
fläche mit den gleichnamigen Zahlen ihrer Leitkurve überein- 
stimmen). Eine solche Kegelfläche pflegt man daher kurz als 
einen „Kegel t^weiten Grades" zu bezeichnen. 

Die wichtigsten Eigenschaften dieser Kegelflächen ergeben 
sich unmittelbar aus den polaren Eigenschaften der Kurven zwei- 
ten Grades, indem man gleichzeitig in Berücksichtigung zieht, 
dass je zwei ebene Schnitte einer Kegelfläche überhaupt (nach 
den Deflnitionen in § 192) perspektivisch kollinear sind. 
Hierbei vertritt der Kegelseheitel die Stelle des Kollinea- 
tionscentriims, während die gemeinsame Gerade beider Ebe- 
nen die KoUineationsachse repräsentiert. 

Es werden sodann (Satz in § 194) Gebilden in der einen 
schneidenden Ebene, welche mit der in dieser Ebene liegenden 
Schnittkurve des Kegels einen bestimmten projekti vischen Zu- 
sammenbang besitzen, in der zweiten schneidenden Ebene wieder 
Gebilde kollinear entsprechen, welche mit der in dieser Ebene 
liegenden Schnittkar ve den gleichen projektivisehen Zusammen- 
hang aufweisen. 

Um zu bestimmten E.esultaten zu gelangen, setzen wir vor- 
aus, S [Fig. 210, Taf, XIV] sei der Scheitel eines Kegels zweiten 
Grades und K die Kurve zweiten Grades, welche sich als Schnitt 
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des Kegels mit der Ebeue El ergibt Dn-se Kuive konuen wir 
gleichzeitig als die Leitkurve des Kegels bptrachteü Ferner 
sei P ein beliebiger Punkt in der Ebene El und p seine Polare 
in bezug auf die Kurve K. Die Gerarle, welche P mit dem Kegel- 
scbeitel S Tei'bindet, wollen wir mit D und die Ebene, welche 
durch die Polare p und den Kegelscheitel S bestimmt M, mit d 
bezeichnen. 

Denken wir uns nun einen beliebigen Punkt P' von D mit 
einem beliebigen Punkte II' der Ebene d durch eine Gerade g' ver- 
bunden, und bestimmen (§ 266) die Schnittpunkte Ä' und B' dieser 
Geraden mit der Kegelfläche unter Anwendung einer durch g' 
und den Kegelseheitel S gelegten Hilfsebene. Nachdem die be- 
sagte Hilfsebene auch die Gerade D enthält, muss ihre Schnitt- 
gerade Y mit der Ebeue El durch den Punkt P gehen. 

Die Gerade y trifft die Kurve K in zwei Punkten a und b, 
und die Gerade p in einem Punkte tc so zwar, dass a und b durch 
P und TU harmonisch getrennt sind. 

Die Verbinduiigsgeraden Sa und Sb repräsentieren die dem 
Kegel und der Hilfsebene (S, g') gemeinschaftlichen Erzeugenden, 
uud diese treffen die Gerade g' iu den beiden oberwähnten Schnitt- 
punkten A' und B'. Ferner ist Sit: die Schnittgerade der Hilfs- 
ebene (S, g') mit der Ebene d ^ {S, p); dieselbe muss notwendig 
den in d gewählten Punkt 11' enthalten. 

Die Punkte A' , B' , ü' und P' sind die Projektionen der vier 
Punkte a, b, tt, P vom Punkte S aus; es sind mithin A' und B' 
durch P' und II' harmonisch getrennt. Nachdem aber die beiden 
Punkte P' und 11' auf D resp. iu d beliebig gewählt wurden, so 
folgt, dass der Punkt P' mit jedem beliebigen Punkte der Ebene 
d durch die Kegelfläche harmonisch getrennt werde, oder 
noch allgemeiner, dass jeder Punkt P' von D mit jedem Punkte 
n' von d durch den Kegel (resp. durch dessen Schnittpunkte A' 
und B' mit der betreffenden Verbindungsgeraden P' 11') harmo- 
nisch getrennt ist. 

Denken wir uns ferner, dass eine beliebige Ebene E den 
Kegel in einer Kurve K' , die Gerade D in einem Punkte P' und 
die Ebene d in einer Geraden p' schneide. Wie soeben bewiesen 
wurde, ist der Punkt P' mit jedem Punkte von p' durch den Kegel 
und insbesondere durch dessen ebenen Schnitt K' harmonisch 
getrennt, oder mit anderen Worten, p' ist die Polare von P' in 
bezug auf die Kurve K' . 

28* 
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Bezeichnen wir, analog der für Kurven zweiten Gra^Jes auf- 
gestellten Definition (§ 162), zwei Punkte, welche, wie P' und 11' , 
durch den Kegel, resp. durch die Schnittpunldc ihrer Verbindungs- 
geraden mit dem Kegel, harmonisch getrennt sind, als „konju- 
gierte Punkte" in bezng auf den Kegel, so lässt sich folgender 



„Der geometrische Ort aUer Punkte, welche mit einem gegebe- 
nen Punkte im Baume in hezug auf einen Kegel zweiten Grades 
konjugiert sind, ist eine durch den Kegelscheitel gehende Ebene. Die 
Punkte dieser Ebene sind gleichzeitig auch konjugiert mit alUn 
Punlden jener Geraden, welche den Kegelsckeitel mit dem ursprüng- 
lich gegebenen Punkte verbindet." 

Jede Gerade, welche durch den Scheitel eines Kegels geht, 
wird ein „Durchmesser" des Kegels, und jede durch den 
Scheitel gehende Ebene eine „Durchmesserebene" oder „Dia- 
metralebene" des Kegels genannt. 

Steht ein Durchme=!ser mit einer Durchmesaerebene eines 
Kegeis zweiten Grades m dem im letzt angeführten Satze aus- 
gedrückten Zusammenhange so bezeichnet man diese Durchmesser- 
ebene als die dem DuriMme^ o 'hotju/ete Dutchmesserebene". 

Die zweite in dem voistehenlen Aitikel al geleitete Eigen- 
schaft liefeit den Satz 

„Der Punkt und die Getade tn welrhet ein behebiger Durch- 
messer eines Kegels zweiten Grades und die diesem Durchmesser 
konjugierte Duichmesserebene von einer beliebigen Ebene geschnitten 
wird, repräsentieren stets den Pol und die Polare in bezug auf jene 
Kurve zweiten Grades, in welcher die letztgenannte Ebene den Kegel 



Hieraus folgt auch umgekehrt, dass, wenn ein Punkt und 
eine Gerade „Pol" und „Polare" in bezug auf einen ebenen 
Schnitt eines Kegels zweiten Grades repräsentieren, 
die durch die Gerade gehende Durehmesserebene mit 
dem durch den Punkt gehenden Durchmesser stets kon- 
jugiert ist. 

§ 271. 

Sei wieder S [Fig. 210, Taf. SIVj der Scheitel und K irgend 
ein ebener Schnitt eines Kegels zweiten Grades. Ferner stelle P 
einen beliebigen Punkt in der Ebene El dieses Schnittes, und p 
seine Polare in bezug auf die Schnittkurve K vor. 
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Dies vorausgesetzt ist die 'durcli den Kegel scli eitel S und die 
Gei'ade p bestimmte Dur climesser ebene (S, p) ^ d Isonjugiert mit 
dem Durchmesser SP = D des Kegels. 

Liegt der Punkt P ausserhalb der Kurve K, so kann man von 
demselben zwei reelle Tangenten an K führen, deren Berührungs- 
punkte wie bekannt gleichzeitig die Schnittpunkte von K mit der 
Polare p sind. Die besagten Punlde haben aber noch eine ander- 
weitige Bedeutung, Zunächst sind ihre Verbindungsgeräden mit 
dem Kegelscheitel S nichts anderes, als die Erzeugenden, in 
welchen der Kegel von der Durchmesser ebene d = (S, p) geschnit- 
ten wird, und weiter sind dieselben (nach § 268) die Berührungs- 
erzeugenden der durch den Durchmesser D^=:SP an den Kegel 
gefiihrten Tangentialebenen. Hiemach ergibt sieh der Satz: 

„Können durch einen Durchmesser eines Kegels zweiten Gra- 
des stm reeUe TangenUalebmm an den Kegel gelegt werden, so ist 
diejenige Ebene, welche durch deren beide Berührerseugenden geht, 
die jenem Durehmesser Jconjugierte Durchmesserebene." 

In diesem Falle heisst der Durchmesser ein „ausserhalb" der 
Kegelfläche liegender, während er, sobald durch ihn keine reellen 
Tangentialebenen au die Kegelfläehe gelegt werden können, 
als „innerhalb" des Kegels liegend bezeichnet wird. 

§ 272. 

Ein Durchmesser eines Kegels zweiten Grades soll zu oder 
mit einem zweiten Durchmesser ,,koujugiert" heisseu, wenn 
jeder Punkt des einen mit jedem Punkte des zweiten 
Durchmessers in bezug auf den Kegel konjugiert ist. Aus 
dieser Definition folgt unmittelbar der Satz: 

„Sind zwei Durchmesser eines Kegels zweiten Grades konju- 
giert, so liegt der eine stets in der dem zweiten konjugierten Durch- 
messerebene und umgekehrt." 

Und weiter: 

„Zwei konjugierte Durchmesser eines Kegels zweiten Grades 
werden von einer beliebigen Ebene in zwei Punkten geschnitten, 
welche in bezug auf die Schnittkurve des Kegels mit dieser Ebene 
konjugiert sind." 

Nachdem anderseits zwei Durchmesserehenen eines Kegels 

a Grades dann als konjugiert bezeichnet werden, wenn die 

3 Ebene durch den der anderen Ebene konjugierten I 
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geht, so folgt aus dieser und der in § 165 aufgestellten Definition 
mit ßücksicbt auf § 270, Satz 2, der Satz: 

„ Zwei konjugierte Durchmesserehenen eines Kegels zweiten Gra- 
des werden von einer beliebigen Ebene in zwei Geraden geschnitten, 
welche in bezug auf die Schnittkurve des Kegels mit dieser Ebene 
konjugiert sind." 

In gleiclier Weise ergibt der in § 270 aufgestellte, Satz 2 in 
Kombination mit dem Satze 1 in § 153 folgendes Analogen zu 



„Die Schnittgerade zweier beliebigen Durchmesssrebenen eines 
Kegels zweiten Grades ist ein Durchmesser, welcher mit jener Durch- 
messerebene konjugiert ist, welche die beiden der erstgenannten Durch- 
messerebenen konjugierten Durchmesser verbindet." 

Ferner erhält man durch Verbindung des Satzes 2 in § 270 
und des Satzes 2 in § 153 den nachstehenden Satz: 

„Beschreibt ein Durchmesser eines Kegels zweiten Grades ein 
Strahlenhüschel in irgend einer Durchmesserebene, so dreht sich die 
ihm konjugierte Durchmesserehene um jenen Durchmesse, welcher 
der erstgenannten Durchmesserehene konjugiert ist." 

Unter Berücksiohtigang des in § 158 angeführten Satzes folgt 
auch unmittelbar, dass das von der sieh drehenden Durch- 
messerebene erzeugte Ebenenböschel und das von dem ihr 
konjugierten Durchmesser beschriebene Strahlenbüschel 
projektivisch sind. 

Dass wir hier zum erstenmal von der Projektivität eines 
Ebenenbüschßls mit einem Strahlenbüschel sprechen, dürfte 
keine Störung des Zusammenhanges involvieren. 

Nachdem das Ebenenbüschel ein Grundgebilde erster Stufe 
ist, so wird dasselbe von einer beliebigen Ebene in einem Strah- 
lenbüschel, und von einer beliebigen Geraden in einer Punktreihe 
geschnitten. Ein Bbeneubüschel wird als „projettivisch" 
mit irgend einem anderen Grundgebilde bezeichnet, wenn das 
Büschel oder die 'Punktreihe, in welchem das Ebenenbüsehel von 
einer Ebene, beziehungsweise von einer Geraden geschnitten wird, 
mit dem zweiten Grundgebilde projektiviseh ist. 

Hieraus sind die übrigen projektivischen Beziehungen 
eines Ebenenbüschels direkt abzuleiten. So werden vier 
Ebenen in einem solchen Büschel „harmonisch" sein, wenn es der 
Vierstrahl oder der Punktwurf ist, in welchem diese vier Ebenen 
von einer beliebigen Ebene resp. Geraden geschnitten werden. 



y Google 



— 359 — 

Ferner wird man beispielsweise unter einem „mvohitorischen" 
Ebeiienbiischel ein solches verstehen, dessen Scbnitt mit einer 
Geraden resp. mit einer Ebene eine „inmlutorische" Punktreibe 
resp. ein „involutorisches" Strablenbüschel liefert u. s. w. 

§ 273. 

In den vorhergehenden Betrachtungen wurde von der im § 270, 
Satz 2, ausgesprochenen Eigenschaft Gebrauch gemacht, dass jede 
projektivisehe resp. polare Beziehung von Durchmessern und 
Durchmesser ebenen einer Kegel fläche a weiten Grades auf eine 
analoge projektivische resp. polare Beziehung irgend eines ebenen 
Schnittes des Kegels zurückgeführt werden kann. Auf demselben 
Wege können auch die folgenden Eigenschaften abgeleitet werden. 

Denken wir uns wieder einen Kegel zweiten Grades durch 
seinen Scheitel S [Fig. 210, Taf. XIV] und einen ebenen Schnitt 
K gegeben. Ferner stelle d irgend eine Dur eh messer ebene vor, 
welche die Ebene El der Kurve K in der Geraden p schneiden möge, 

lu dieser Durchmesserebene lassen sieh unendlich viele 
Paare konjugierter Durchmesser des Kegels zeichnen. 

Ein beliebiges Paar derselben kann man erhalten, wenn man 
den einen Durchmesser D2^::^SP2 in der Ebene d ^ (S, p) will- 
kürlich annimmt, und den zweiten Durchmesser als Schnitt dieser 
Durohmesserebene (S, p) mit der dem Durchmesser D^ konjugier- 
ten Durchmesserebene d2^(S, p^} bestimmt. 

Die Schnittpunkte eines jeden derartigen Paares konjugierter 
Durchmesser mit der Ebene El liegen einerseits in der Geraden p, 
und anderseits sind sie (Satz 2 in § 272) konjugierte Punkte in 
bezug auf die Kurve K. 

In der Theorie der Kurven zweiten Grades wurde aber nach- 
gewiesen (Satz in § 156), dass sämtliche Paare konjugierter Punkte 
in der Geraden p eine involutorische Eeihe bilden, deren Doppel- 
punkte die (reellen oder imaginären) Schnittpunkte von p mit K 
repräsentieren. Da aber je zwei konjugierte Punkte dieser Invo- 
lution, von S aus projiziert, zwei in der Ebene d liegende konju- 
gierte Kegeldurchmesser ergeben, so folgt der Satz: 

„Alle Paare konjugierter Durchmesser eines Kegels zweiten 
Grades in einer bdieUgm Durchmesserebene des letzteren bilden 
ein involutorisches Strahlenbüschel, dessen Doppelstrahlen jene bei- 
den (reellen oder imaginären) Erzeugenden sind, in welchen der 
Kegel von der genannten Durchmesserebene geschnitten wird." 



y Google 



§274. 

Ein ähnlicher Satz lässt sich aus dem im § 157 aufgestellten 
Satze ableiten. 

Durch einen beliebigen Durchmesser D:^=SP eines Kegels 
(S, K) zweiten Grades [Fig. 210, Taf. XIV] gehen unendlich Yiele 
Paare konjugierter Durehmesserebenen. Nacli der in § 272 auf- 
gestellten Definition erbält man irgend ein Paar derselben, wenn 
man eine dieser Durchmesserebenen (f2 = (S, Pj) beliebig durch D 
legt und die ihr konjugierte Durcbmesserebene als jene be- 
stimmt, welche durch den der ersteren konjugierten Durchmesser 
02 = SPg und durch den gegebenen Durchmesser D = SP geht. 

Die Schnittgeraden p^ and RPy zweier solcher konjugierten 
Durchmesa ereben eu mit der Ebene El sind (§ 272, Satz 3) stets 
zwei durch den Punkt P gehende, in bezug auf die Kurve K kon- 
jugierte Strahlen, 

Auf Grundlage des in § 157 angeführten Satzes bilden aber 
alle Paare durch P gehender in bezug auf K konjugierter Strahlen 
ein involutorisches Strahlenbüschel, dessen Doppelstrahlen die 
(reellen oder imaginären) durch P führenden Tangenten der Kurve 
K sind. Durch Projektion dieses involutorischen Strahlenbüschels 
Tom Kegelscheitel S aus erhält man ein involutorisches Ebenen- 
büsehel, in welchem je zwei konjugierte Ebenen gleichzeitig 
zwei durch den Durchmesser D = SP gehende, konjugierte Durch- 
messerebenen des Kegels (S, K) repräsentieren. Es folgt daher 
der Satz: 

„Sämtliche Paare durch einen beliebigen Durchmesser eines 
Kegels ewdtm Qrades gehender, konjugierter Durchmesserebenen 
bilden ein involutorisches EbenenhUschel, dessen Dojypelebenen die 
beiden (reellen oder imaginären) durch jenen Durchmesser gehenden 
Kegeltangentialebenen sind." 

§276. 

Besonders bemerkenswert werden alle bisher bewiesenen pro- 
jektivisehen Eigenschaften der Kegel zweiten Grades 
durch die Spezialisierungen, welche sie infolge der Einführung 
metrischer Beziehungen erfahren. 

Wir wollen in dieser Hinsicht, um den sprachlichen Ausdruck 
zu kürzen, zunächst noch zwei Definitionen aufstellen. 
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Eine nicht durch den Kegelseheitel gehende Gerade soll 
zu einer Durehmesserebene „konjugiert" heisseii, wenn sie 
zu dem dieser Durehmesserebene konjugierten Durch- 
messer parallel ist. 

Ferner soll eine nicht durch den Scheitel des Kegels gehende 
Ebene als zu einem Kegeldurchmesser „konjugiert" be- 
zeichnet werden, wenn sie zu der diesem Durehmesser kon- 
jugierten Durehmesserebene parallel ist, 

Denken wir uns die Schnittpunkte A und B einer beliebigen 
Geraden g [Fig. 210, Taf. XIV] mit einem Kegel (S, K) zweiten 
Grades bestimmt nnd führen wir den dieser Geraden fl parallelen 
Kegeldurchmesser D = SP. Die demselben konjugierte Durch- 
messerebene d =^ (S, p) ist sodann, nach der obigen Definition, auch 
mit der Geraden g konjugiert und mag von derselben in dem 
Punkte 11 geschnitten werden. 

Nach Satz 1 in § 270 sind nun der Punkt II und der unend- 
lich ferne Punkt der Geraden g (nachdem letzterer dem Durch- 
messer D ^ SP, und ersterer der diesem Durchmesser konjugierten 
Durchmesserebene d = (S, p) angehört) zwei in bezug auf den 
Kegel konjugierte Punkte; dieselben treunen mithin das Punkte- 
paar A, B harmonisch. Nachdem aber einer dieser Punkte un- 
endlich fern ist, so halbiert bekanntlich der zweite, H, die 
Strecke AB. Da in gleicher Weise jede andere zu SP = D pa- 
rallele Sehne g = AB durch den der Ebene d :^ (S, p) augehören- 
den Punkt II halbiert wird, ergibt sich der Satz: . 

„Die Halhierungspwnlde einer Schar paralleler Sehnen eines 
Kegels zweiten Grades liegen sämtlich in der diesen Sehnen hon- 
jugierien j 



§ 276. 

Nehmen wii- an, eine beliebige Ebene E schneide einen Kegel 
zweiten Grades in einer Kurve K. Die der Ebene E parallele 
Durehmesserebene heisse d, und der derselben, also auch der Ebene 
E, konjugierte Durchmesser sei D. 

Infolge des in § 270 augeführten Satzes 2 wird der Punkt 
M, in welchem der Durchmesser D die Ebene E schneidet, der Pol 
jener Geraden Hl in bezug auf die Kurve K sein, in welcher die 
Durchmesser ebene d die Ebene E trifft. Diese Schnittgerade liegt 
aber zufolge der Parallelität der Ebenen E und d in unendlicher 
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Entfernung, daher M {§ 177) der Mittelpunkt der Kurve K ist. 
Zu gleichem Resultate gelangen wir bezüglich jeder anderen zur 
Durchmesserebene d parallelen Ebene so zwar , daaa der Satz 
besteht: 

„Die MttelpunJäe der Schnittkurvm eines Kegels zweiten Gra- 
des mit einer Schar paralleler Ebenen liegen auf dem diesmi Ebenen 



Aus den in § 274 angestellten Betrachtungen ist bekannt, 
dass sämtliche Paare konjugierter Durchmesserebenen, welche durch 
den Durchmesser D gehen, die Ebene E in jenem polarinvolu- 
torischen Büschel der Kurve K schneiden, welches den Punkt M 
zum Scheitel hat, also die Durcbmesserinvolution von K lie- 
fern. Hiernach kann der Satz aufgestellt werden: 

„Die Durchmesserinvolution der Kurve zwmten Grades, in wel- 
cher eine beliebige Ebene einen Kegel zweiten Grades schnddet, ist 
der Schnitt dieser Ebene mit jenem involutorischen Büschel Icon- 
jugierler Durchmesserebenen des Kegeis, dessen Achse der mit der 
schneidenden Ebene konjugierte Kegeldurchmesser ist." 

§ 277. 

Denken wir uns, so wie vorher, einen Kegel zweiten Grades 
durch eine beliebige Ebene E in einer Kiirve K zweiten Grades 
geschnitten, und sei wieder d die zu E parallele Durchmesserebene, 
während D den derselben konjugierten Kegeldur eh messer vorstelle, 
welcher, wie gezeigt wurde, durch den Mittelpunkt M von K geht. 
Denken wir uns ferner zwei beliebige konjugierte Durchmesser 5^ 
und §3 der Kurve K angenommen. Die unendlich fernen Punkte 
derselben sind bekanntlich konjugiert in bezug auf die Kurve K. 

Verbindet man diese beaden unendlich fernen Punkte mit dem 
Kegelacbeitel S, d. h. zieht man die beiden zu S^ und Sg konju- 
gierten Kegeldurchmesser d, und dg, so werden dieselben (nach 
Satz 2, § 272) konjugierte Kegeldurchmesser repräsentieren, die 
gleichzeitig in der Durchmesserebene d liegen. 

In gleicher Weise wird jedes weitere Paar konjugierter Durch- 
messer der Kurve K parallel zu einem Paare konjugierter Kegel- 
durchmesser in der Durchmesserebene d sein. Es besteht mithin 
der Satz: 

„Die Durchmesserinvolution der Schnittkurve eines Kegels zwei- 
ten Grades mit einer beliebigen Ebene ist parallel zu der Involution 
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konjugierter Kegeldurchmesser in der der schneidenden Ebene pa- 
rallelen Durchmesserehene." 

ÄU3 diesem unii auch aus dem vorh ergehenden Satze ergibt 
sieh weiter ohne jedwede Schwierigkeit der Satz: 

„Jedes Paar konjugierter Durchmesser eines ebenen Schnittes 
einer Kegelfiäche sweüm Grades ist parallel zu einem Paare kon- 
jugierter Durchmesser eines beliebigen zweiten Schnittes, welcher zu 
ersterem paralld geführt wird." 

Zu gleichem Resultate gelaugt man übrigeus auch, wenn he- 
rüeksichtigt wird, dasa a) zwei parallele Schnitte des Kegels ähn- 
lich gelegene Kurven zweiten Grades sind, und zwei sieh ähn- 
lieh entsprechende Geraden (§ 196) stets parallel sind, und h) daaa 
projektivische Eigenschaften bei kollinearer, also auch kollineai'- 
ähnlicher Transformation (§ t94) erhalten bleiben. 



§ 278. 

Sei K der ebene Schnitt eines Kegels zweiten Grades, und 
AjAgAa irgend ein Pülardreieck der Kurve K, d. i. ein Dreieck, 
in welchem je zwei Eckpunkte in bezug auf K konjugiert sind, 
und in welchem jeder Eckpunkt den Pol der gegenüberliegenden 
Seite repräsentiert. 

Zieht man nach den drei Punkten Aj, A^ und Ag die Kegel- 
durchmesser Oj, Dg uiid D3, und führt man durch die drei Geraden 
AjAj, AgA^ und A^Ag die bezüghchen Kegeldurchmesserebenen dj, 
da, dg, so ergibt sich (Satz 2 in § 270; Satz 2 und 3 in § 272), 
dass je zwei der drei Durchmesser D^, Dg, D3 und ebenso je zwei 
der drei Durchmesser ebenen dj, 0^, dg konjugierte Dureh- 
messer beziehungsweise konjugierte Durchmesserebenen 
des Kegels sind, und dass die Durchmesserebene, welche einem 
der drei Durchmesser konjugiert ist, durch die beiden an- 
deren Durelimesser bestimmt wird. 

Drei in einem derartigen Zusammenhange stehende Durch- 
messer resp. Durchmesser ebenen eines Kegels zweiten Grades be- 
zeichnen wir als „drei Jconjugierte Durchmesser" resp, „Durch- 
messerebenen" oder auch als eiu „Tripel konjugierter Durehmesser" 
resp. „Durchmesserebenen" und das von ihnen gebildete Dreikant 
als ein „Polardreikant" des Kegels zweiten Grades. 

Nachdem wir bereite wissen, dass in der Ebene einer Kurve 
K zweiten Grades unendlich viele Polardreiecke existieren, 
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so folgern wir unmittelbar daraiis, dass auch ein Kegel zweiten 
Grades uaendlieli viele Polardreikante besitze. 

Femer wurde (§ 273) nachgewiesen, dasa es in jeder Durch- 
messerebeae eines Kegels zweiten Grades unendlich viele Paare 
konjugierter Durchmesser gebe, und dass dieselben ein involu- 
torisehes Strahlenbüaehel bilden. Da weiter jeder Durch- 
messer in der besagten Ebene mit dem der letzteren konjugierten 
Durchmesser selbst wieder konjugiert ist (Satz 1, § 272), so folgt, 
dass je zwei einander konjugierte Kegeldurehmesser in der vor- 
genannten Durch messerebene mit dem der letzteren konjugierten 
Durchmesser ein Polardreikaut des Kegels ergeben. 

Hiemach ist jeder beliebige Durchmesser des Kegels eine 
gemeinschaftliche Kante unendlich vieler Polardrei kante, 
deren übrige Kantenpaare die Durehmesserinvolution in der 
dem erstgenannten Durehmeaaer konjugierten Durehmessereben e 
bilden. 

■ Ohne besondere Schwierigkeit ist nunmehr auch erkennbar, 
dass es unendlich viele Polardreikante gibt, in welchen 
zwei Kanten aufeinander senkrecht stehen. 

Da nämlich die Durchmesserinvolution eines Kegels in einer 
beliebigen Durchmesserebene {§§ 172, 173) stets ein Paar kon- 
jugierter rechtwinkliger Strahlen besitzt, so werden diese 
mit dem der genannten Du rohmesser ebene konjugierten Dureh- 
nlesser bereits ein Polardreikant der angedeuteten Art bestimmen. 

Würde nebstbei die in Rede stehende Durchmesser ebene senk- 
recht zu dem ihr konjugierten Durchmesser stehen, so wäre das 
Polardreikant insbesondere ein solches, in welchem je zwei 
Kanten aufeinander senkrecht aind. 

An späterer Stelle werden wir nachweisen, . dass jeder Kegel 
zweiten Grades im allgemeinen ein, aber auch nur ein solches 
rechtwinkliges Dreikant besitze. 

Die drei Kanten desselben heissen die „Achsen" des Kegels, 
und die drei Seitenebenen, d. h. die durch die drei Achsen 
paarweise bestimmten Ebenen, pflegt man die „Hauptebenen", die 
„Äehsenebenen" oder auch die „Symmetrieebenen" dea Kegels au 
nennen. 

Jede Achsenebene ist gleichzeitig die zu ihrem senkrechten 
Kegeldurehmesser konjugierte Durchmesser ebene, halbiert (Satz in 
§ 275) die zu ihr senkrechten Sehnen des Kegels, und wird eben 
aus diesem Grunde auch eine Symmetrie ebene des Kegels genannt. 
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Einige weitere, sich auf die Existenz der drei Aclisen 
gründende Eigenschaften der Kegel zweiten Grades, sowie 
die besonderen Formen dieser Kegel, werden an späterer Stelle 
antersucht werden, 

§ 279. 

Diesell)en Eigenschaften, die im Vorhergehenden für Kegel- 
flachen zweiten Grades abgeleitet wurden, behalten, solange sie 
rein projektivisch sind, ihre Gültigkeit auch für Cylinder- 
flächen zweiten Grades, mit der einzigen unwesentlichen Än- 
derung, dass sämtliche Durchmesser untereinander und zu 
allen Durchniesserebenen des Cylinders parallel sind. 

Sobald jedoch metrische Beziehungen hinzutreten, werden 
selbstverständlich einige der für Kegel bewiesenen Sätze für 
Cylinder vollkommen unbrauchbar, wenn nicht an die Stelle 
gewisser Definitionen andere gesetzt werden. 

So wurde beispielsweise (in § 275) die einer beliebigen Ge- 
raden in bezug auf einen Kegel zweiten Grades konjugierte 
Durchmesserebene als jene definiert, welche dem zn der gegebenen 
Geraden parallelen Kegel durchmesser konjugiert ist, Ist jedoch 
die Fläche ein Cyünder, der Scheitel also unendlich ferne, so 
wird der Cyliuderdurchmesser, welcher zu einer gegebenen 
Geraden parallel sein soll, seiner ganzen Ausdehnung nach 
in unendlicher Entfernung liegen. 

Ferner wurde (in § 275) der einer nicht durch den Scheitel 
des Kegels gehenden Ebene konjugierte Durchmesser als jener de- 
finiert, welcher mit der znr gegebenen Ebene parallelen Durch- 
messerebene konjugiert ist. Ist dagegen die Fläche ein Cylinder, 
so wird die durch dessen (unendlich fernen) Scheitel parallel zu 
einer gegebeneu Ebene gelegte Durchmesser ebene die unendlich 
ferne Ebene selbst sein. 

Es unterliegt jedoch keiner Schwierigkeit, die aus der un- 
endlich fernen Lage des Scheitels einer Cylinderfläche 
zweiten Grades entspringenden Eigenschaften derselben abzu- 
leiten. 

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke irgend einen ebenen 
Schnitt eines solchen Cyhnders mit K, den Mittelpunkt dessel- 
ben mit M und die durch M parallel zu den Cy linderer zeugenden 
geführte Gerade, welche gleichzeitig einen Durchmesser des 
Cylinders vorstellt, mit Z. 
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Irgend eine zu der Ebene E des Sclinittes K parallele Ebene 
E' wird den Cylinder in einer Kurve K' nnd die Gerade Z in 
einem Punkte M' schneiden. Nachdem man aber infolge der Pa- 
rallelität aller Cylinder erzeugenden die Kurve K' als eine blosse 
Parallelverschiebung der Kurve K betrachten kann, so ist 
offenbar der Punkt K\ da er ebenfalls aus M durch die besagte 
Parallel Verschiebung abgeleitet gedacht werden kann, der Mittel- 
punkt von K'. Das Gleiche gilt selbstverständlich von allen au- 
deren zur Ebene E parallelen Schnitten des Cylinders. 

Hieraus folgt sofort, dass die Gerade Z den Ort der Mittel- 
punkte aller zur Kurve K (resp. zu deren Ebene E) parallelen 
Schnitten des Cylinders repräsentiert. 

Weiter läsat sich zeigen, dass die genannte Gerade Z überr 
haupt die Mittelpunkte aller mögliehen ebenen Schnitte des Cy- 
linders enthält, und zwar einfach dadurch, dass man nachweist, 
dass jede Sehne A' B' des Cylinders, welche die Gerade Z in einem 
Punkte M' trifft (sonst aber eine ganz beliebige Lage haben kann) 
in eben diesem Punkte M' halbiert wird. 

Die dnrch diese Sehne A' B' und die Gerade Z gelegte Ebene d 
wird närcilich den Cylinder in den beiden durch die Sehnenend- 
pnnltte A' und B' gehenden Erzeugenden AA' und BB' , nnd die 
Ebene E in einem Durehmesser AB der Kurve K schneiden, dessen 
Endpiinkte A nnd B den vorgenannten zwei Erzengenden ange- 
hören. Nachdem nun einerseits AM^BM ist, nnd anderseits die 
drei Geraden AA', BB' und MM' untereinander parallel sind, folgt, 
dass auch, wie oben behauptet wurde, A'M'=:B'M' ist. Daher 
besteht der Satz: 

,,Die Mittelpunkte sämtlicher ebenen Seimitte einer Ci/Under- 
fiäche zweiten Grades liegen auf einer bestimmten au den Cylinder- 
erzeugenden parallelen Geraden." 

Diese Gerade pflegt man die „Achse" der Cylinderfläche 
zu nennen und die zu ihr senkrechten ebenen Schnitte als die 
„Hauptschnitte'' der Cylinderfläche zweiten Grades zu bezeichnen. 



§ 280. 

Sei ferner ab eine beliebige Sehne eines Cylinders zwei- 
ten Grades. Durch diese Sehne denken wir uns irgend eine 
Ebene E gelegt, welche den Cylinder in einer Kurve K and die 
Achse Z des Cylinders in dem Mittelpunkte M von K schneiden möge. 
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In dieser Ebene können selbatverständlich nocli unendlich viele 
zur Sehne ab parallele Sehnen a' b' , a" b" . . , der Kurve K (und 
auch des Cjlinders) geführt -werden. Die Halbierungspunkte aller 
dieser Sehnen liegen auf dem ihnen konjugierten Durchiueaser D 
der Kurre K, also auf einer Geraden, welche die Cyliuderachse Z 
in dem Punkte M trifft. 

Denkt man sich nun die Ebene samt den Sehnen ab, a' b" , 
a"b" . . . und dem Durchmesser D stetig parallel zu den Cylinder- 
erzeugenden verschoben, so wird man durch diesen Vorgang alle 
möglichen zu ab parallelen Sehnen des Cylinders erhalten and 
gleichzeitig finden, dass deren Halbierungspunkte sämtlich in der 
von dem Durehmesser D bei der Verschiebung erzeugten und durch 
die Cyliuderachse Z gehenden Ebene liegen müssen. Zu einem 
gleichen Resultate gelangt man für eine Parallelsehnenschar 
von beliebiger anderer Richtung, Mithin gilt der Satz: 

„Die Mittdjpunkte aller untereinander ^ar(ü,Ulen Sehnen eines 
Cylinders zweiten Grades liegen stets in einer durch die Cylinder- 
achse gehenden Ebene." 

Der Analogie (Satz in § 275) wegen bezeichnen wir diese 
Ebene als die der Sehnenschar „konjugierte Durchmesserehene" 
des Cylinders. Ohne jedwede Schwierigkeiten gelangt man weiter 
zu dem Satze: 

„Allen Parallelsehnenscharen eines Cylinders zimten Grades, 
welche zu einer und derselben su den Cylindererzeugenden parallelen 
Ebene parallel sind, ist eine und dieselbe Durchmesserebene des Cy- 
linders konjugiert." 
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VII. Abschnitt. 
Flächen. zweiten Grades. 

XIV. Kapitel. 

Allgemeine Eigenschaften der Flächen zweiten 
Grades. 

§281. 

Nach der in § 260 gegebenen Definition verstehen wir unter 
einer Fläche zweiter Ordnung eine solche, welche von einer 
beliebigen Geraden in zwei (reellen oder imaginären) Punk- 
ten getroffen wird, und deren ebener Schnitt (Satz in § 260) 
eine Kurve zweiten Grades ist. 

Ausser den bereits im vorhergehenden Kapitel besproeheuen 
Kegel- und Cylinderfläehen zweiten Grades gibt es selbst- 
verständlich noch anderweitige Flächen zweiter Ordnung, die nun 
den Gegenstind un=!eier Besprechung bilden sollen. 

Die einfachste und speziellste Fläche dieser Art ist die Kugel- 
fläche denn, wie =!chon aus der Elementargeometrie bekannt, 
wird einerseits eine Kugel von einer Geraden in zwei Punkten 
(reell oder imaginär) geschnitten, und ist anderseits ihr ebener 
Schnitt stets ein Kieia, mithin eine Kurve zweiten Grades. 

Dass thatsichhch noch andere Flächen zweiter Ordnung 
existieren müsseu, eikennt man sofort, wenn man sich eine 
Kugel räumlich-kollinear traneformiert denkt. 

Die bei einer derartigen Transformation hervorgehende Fläche 
wird infolge der Erhaltung projektivischer Eigenschaften 
von einer Geraden gleichfalls in zwei (reellen oder imaginären) 
Punkten geschnitten, wird also wieder eine Fläche zweiter Ord- 
nung sein. Dass dieselbe im allgemeinen nicht wieder eine Kugel 
sein wird, geht schon daraus hei-vor, dass einem beliebigen auf 
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der Kugel liegenden Kreise kol linear im allgemeinen nicht 
wieder ein Kreis, sondern irgend eine andere Kurve zweiten 
Grades auf der fraglichen Fläche entsprechen wird. 

Ohne uns vorderhand auf die Erzeugung solcher Flachen 
zweiter Ordnung näher einzulassen, wollen wir zunächst deren 
allgemeine Eigenschaften — wie selbe aus der Definition und 
der Thatsache hervorgehen, dass der ebene Schnitt einer solchen 
Fläche notwendig eine Kurve zweiten Grades sein muss, — ent- 
wickeln. 

§ 282. 

Stelle Fg [Fig. 211, Taf. XIV] irgend eine Fläche zweiter 
Ordnung vor, und sei P ein beliebiger, dieser Fläche nicht ange- 
hörender Punkt. 

Alle durch diesen Punkt P gehenden Strahlen o^, c^, ög ... 
trefi^en die Fläche in zwei (reellen oder imaginären) Punkten 
A^, Bj; Ag, Bgi Aj, B3; . . . . Untersuchen wir den geometrischen 
Ort jener Punkte Tt^, T^g, % . . . auf all diesen Strahlen, welche 
mit dem Punkte P die betreffenden Punktepaare A^, B,; Aj, B^; 
Ag, Bj; . . . harmonisch trennen, oder, im Sinne früherer Defini- 
tionen, untersuchen wir den geometrischen Ort aller Punkte, 
welche mit P in bezug auf die Fläche F^ „konjugiert" sind. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns durch P eine beliebige 
Ebene, etwa diejenige Ebene e^g gelegt, welche die beiden Strah- 
len öl und Cg enthält. Die besagte Ebene schneidet die Fläche 
Fj in einer Kurve C^^ zweiter Ordnung, welche selbstverständlich 
durch die auf den vorgenannten Strahlen c^ und a^ liegenden 
Fläehenpunkte A^, B^, A^ und B^ geht. Wena wir ferner die 
beiden Punkte tc^ und tc^ auf o^ resp. Og bestimmen, welche mit 
P in bezug auf die Fläche F^, also auch in bezug auf die Kurve 
Cja konjugiert sind, so erhalten wir als Verbiuduügsgerade p^^ 
derselben bekanntlich die Polare des Punktes P in bezug auf 
die Kurve C^^. 

Nun ist aber auch jeder weitere Punkt dieser Polare p^g mit 
dem Punkte P konjugiert in bezug anf die Kurve Cj^, also auch 
in bezug auf die Fläche F^, oder mit anderen ^Voiten, die Polare 
P12 gehört dem zu untersuchenden geometrischen Orte an. 

Wählen wir eine zweite beliebige durch P g^ehende Ebene, 
beispielsweise die Ebene Bgg, welche die beiden Strahlen a^ und Cg 
enthält, so ivird dieselbe die Fläche F^ in einer Kurve Cgj zweiten 

PcsoUks, rrele Perapeüüve, H 
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Grrades schneiden, welche durch die den beiden Strahlen a^ und Cj 
angehörenden Flächenpunkte A^, Bg, Äg und Bg geht. Die Polare 
pgg des Punktes P in hezng auf die Kurve C^g geht durch den 
bereits früher bestimmten Puukt t:^, welcher mit P das Punkte- 
paar A^, B^ harmonisch trennt, und femer durch den Punkt TTg, 
welcher mit P das Punktepaar Ag, Bg harmonisch scheidet. Da 
diese Polare Pgg den geometrischen Ort aller jener Punkte re- 
präsentiert, die mit P in bezug auf die Schnittkurve C^g, also 
auch in beaug auf die Fläche Fg selbst konjugiert sind, so wird 
dieselbe ebenfalls ein Bestandteil des zn bestimmenden geometri- 
schen Ortes sein. 

Der geometrische Ort aller Punkte, welche mit dem festen 
Punkte P in bezug auf die Fläche Fg konjugiert sind, enthält 
also unendlich viele Geraden, d, s. die Polaren des Punktes P 
in bezug auf alle jene Kurven zweiten Grades, in welchen die 
Fläche Fg von den durch P gehenden Ebenen geschnitten wird. 

Da femer die beiden Hilfsebenen e^^ und e^g als zwei ganz 
beliebig durch P gelegte Ebenen zn betrachten sind, so folgt, dass 
je zwei dem fraglichen geometrischen Orte angehörende 
Geraden, wie beispielsweise p^^ und p^g, einen Punkt (%) ge- 
mein haben müssen. 

Es wird sonach jede beliebige dem Orte angehörende 
Gerade p^^^, da sie die beiden gleichfalls dem Orte zukommenden 
Geraden p^^ und p^g in je einem Punkte treffen muss, in der 
durch die beiden letztgenannten Geraden p^^ und Pjg bestimmten 
Ebene p liegen. 

Umgekehrt wird jede Gerade in der Ebene p, da sie mit jeder 
der Geraden Pj^ und Pgg je einen Punkt gemein hat, eine Gerade 
des Ortes sein. Hieraus folgt aber offenbar, dass die Ebene p 
selbst der fragliehe geometrische Ort ist. Mithin gilt der Satz; 

„Der geometrische Ort aller FunUe, welche mit einem gegebe- 
nen festen Punkte in bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung kon- 
jugiert sind, ist eine Ebene." 

Dem analogen geometrischen Orte eines Punktes in bezug 
aaf eine Kurve zweiten Grades entsprechend, nennen wir diese 
Ebene die „Polarebene" des Punktes P in beziig auf die 
Fläche Fg zweiten Grades, und bezeichnen umgekehrt den 
Punkt P als den „Pol" der Ebene p in bezug auf die Fläche F^. 

Die vorangestellte Betrachtung heferfc auch unmittelbar den 
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„Die Folarehene eines Punktes in bezug auf eine Fläche zweiter 
Ordnung wird von einer durch diesen Punkt ijehenden Ebene stets 
in der Polare des letzteren in hezug auf jene Kurve geschniffen, in 
welcher diese Ebene die Fläche schneidet." 



§ 283. 

Der der Fläche Fg [Fig. 211, Taf. XIV] nicht angehörenae 
Puukt P kann gegen dieselbe zweierlei verschiedene Lagen ein- 
nehmen. Es können nämlich von dem besagten Punkte ans ent- 
weder unendlich viele reelle Tangenten oder gar keine reellen 
Tangenten an die Fläche gezogen werden. 

Setzen wir voraus, dass durch P eine reelle Tangente \ 
an die Fläche Fg gezogen werden könne und dass r der Berüh- 
rangspunkt derselben sei. 

Jede durch t gelegte Ebene wird sodann die Fläche F^ in 
einer Kurve Cj^ zweiten Grades schneiden, die io i eine reelle 
durch P gehende Tangente besitzt. Dies angenommen muss aber 
noch eine zweite reelle durch P gehende Tangente der Kurve C,^, 
also auch der Fläche Fg existieren, und da das Gleiche von jeder 
anderen durch t gebenden Ebene gilt, so ist einleuchtend, dass, 
sobald auch nur eine einzige durch P gehende reelle Tan- 
gente der Fläche F^ konstatiert wird, eine unendliche An- 
zahl solcher Taugenten vorhanden sein muss. 

In diesem Falle wird der Punkt P als „ausserhalb" der 
Fläche zweiter Ordnung liegend, in dem Falle jedoch als keine 
reellen von ihm ausgehenden Flächentangenten möglich sind, als 
„innerhalb" der Fläche liegend, bezeichnet. 

Liegt der Punkt P (wie in Fig. 211, Taf. XIV) ausserhalb 
der Fläche F^, so kömmt seiner Polarebene p eine sehr wichtige 
Eigenschaft zu. 

Denken wir uns von P aus alle möglichen Tangenten an 
die Fläche gefühi-t, so bilden dieselben (§ 264) eine Kegel- 
fläche, und ihre Berührungspunkte eine auf der Fläche F^ liegende 
Kurve Bp, welche wir als die dem ans P der Fläche umschriebenen 
Kegel entsprechende Berührungskurve bezeichnet haben. 

Wenn durch P [Fig. 211, Taf. XIV] eine beliebige Ebene ge- 
legt wird, welche die Fläche F^ in einer Kurve Cj^ schneidet, 
und man zieht von P aus au diese Schnittkurve C^g die Tangenten 
t und V , so werden (§ 264) deren Berührungspunkte r und r' der 

24* 
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obgenannten Beriihrungskurve Bp angehören. Die BeriiVirungs- 
puukte p und r' sind aber (nach § 152) auch zwei Punkte der 
Polare p^^ von P in bezug auf die Kurve C,g, gehören mithin 
anch der Polarebene p an. Nachdem das Gleiche von jeder an- 
deren durch P gelegten Ebene, also von allen möglichen Punkten 
der Berührungskurve ßp gilt, so gelangen wir zu dem Schlüsse, 
dass die letztgenannte Kurve nur die Schnittkurve der Fläche F^ 
mit der Polarebene p sein kann. Man hat demnach den Satz: 

„Der aus einem PunHe ausserhalb einer Fläche zweiter Ord- 
nung der letzteren umschriebene Kegel ist vom zweiten Grade; seine 
Berührungshtree mit der Fläche ist jene ebene Kurve, welche zu- 
gleich auch die Schnittkurve der Fläche mit der Polarebene des 
Punktes repräsentiert. 

Liegt der Punkt P innerhalb der Fläche Fg, so kann die 
Polarebene die Fläche in keinem reellen Punkte treffen. Ein 
solcher miisste nämlich der Berühmngspunkt einer von P aus.- 
gehenden Fläebentangente sein, was undenkbar ist. 



§ 284. 

Setzen wir vorans, es sei p die Polarehene irgend eines Punk- 
tes P in bezug anf eine Fläche F^ zweiter Ordnung, und fragen 
wir, welche Lage die Polarebene p^ eines zweiten Punktes P^ 
annimmt, sobald dieser in der ersten Polarebene p liegend 
gewählt wird. 

Der Punkt Pj ist als ein Punkt der Polarebene p von P mit 
dem Punkte P konjugiert in bezug auf die Fläche F^. Da aber 
auch umgekehrt die Polarebene Pj von P^ den geometrischen Ort 
der mit Pj konjugierten Punkte vorstellt, nnd P ein solcher Punkt 
ist, so niuss die besagte Polarebene durch P gehen. 'Es besteht 
mithin der Satz: 

„Die Polar ebene eines Punktes in bezug auf eine Fläche zwei- 
ter Ordnung, welcher in der Polarebene eines zweiten Punktes liegt, 
geht durch diesen zweiten PunM." 

Dieser Satz bildet die Quelle für mehrere andere Sätze, die 
wir nun näher erörtern wollen. 

Vor allem sei untersucht, welchen Zusammenhang die Polar- 
ebenen der einzelnen Punkte einer geraden Linie g zeigen. 

Nehmen wir auf der besagten Geraden zunächst zwei belie- 
bige Punkte P, und P^ an nnd denken uns deren Polarebenon 
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Pl und P2 in bezug auf die Fläche Fj zweiter Ordnung bestimmt, 
Diese beiden Polarebenen werden sich offenbar in einer Geraden 
g' sehneiden. 

Wäblen wir nun auf g' einen beliebigen Punkt P',, so liegt 
derselbe gleichzeitig in den beiden Polarebenen p^ und p^; seine 
Polarebene p'j in bezug auf die Fläche F^ muss daher (nach dem 
eben bewiesenen Satze) sowohl durch Pj, als auch durch Pg gehen, 
also auch die Gerade g = pjpg enthalten. In gleicher Weise er- 
gibt sieh, dass die Polarebene p'j eines beliebigen zweiten Punk- 
tes P'j, und allgemein die Polarebene eines jeden Punktes 
von g' durch die Gerade g gehe. 

Wählen wir weiter auch auf der Geraden g einen beliebigen 
dritten Punkt Pg, so muss, da dieser Punkt zu gleicher Zeit in 
den Polarebenen p', und pj der Punkte P'j und P\ hegt, seine 
Polarebene p^, mit Zugrundelegung des vorher bewiesenen Satzes, 
durch die Punkte P', und P\, also anch durch deren Verbindungs- 
gevade g' gehen. Ebenso wird die Polarebene jedes anderen Punk- 
tes von g durch g' gehen müssen. Hiernach besteht der Satz: 

,,Die Polarehenen aller PunJäe irgend einer Geraden in hezug 
auf eine Fläche zweiter Ordnung gehen durch eine und dieselbe 
zweite Gerade; und umgekehrt gehen die Polareienen aller Punkte 
dieser zweiten Geraden durch die erste Gerade." 

Zwei gerade Linien, welche, wie g und g', den eben ausge- 
sprochenen Zusammenhang zeigen, Leissen „zwei Iconjugierte Po- 
laren" oder „zwei konjugierte Geraden" in bezug auf die Fläche 
zweiter Ordnung, Auch pflegt man die eine dieser Geraden als 
die „Polare" der anderen in bezug auf die Fläche zu bezeichnen. 



Sind g und g' zwei in bezog auf eine Fläche Fg zweiten Gra- 
des konjugierte Polaren, so ist einleuchtend, dass jeder Punkt 
P von g mit jedem Punkte P' von g' konjugiert sein muss, da 
die Polarebene von P stets die Gerade g', also auch jeden Punkt 
P' von g' enthält. 

Denken wir uns nun durch die eine der beiden Geraden, bei- 
spielsweise durch g, eine Ebene E derart gelegt, dass sie die Fläche 
Fg in einer Kurve Cg schneidet, und bezeichnen wir den Schnitt- 
punkt dieser Ebene mit der zweiten Geraden g' mit 6, so wird 
offenbar dieser Punkt G mit jedem Punkte von g in bezug auf 
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die Fläche F^, insbesondere aber auch in bezug auf die Sclinitt- 
knrve Cg der letzteren mit der Ebene E = (G, g), konjugiert sein, 
d. h, G ist der Pol der Geraden g in bezug auf die genannte 
Sehnittkurve C^. Daher gilt der Satz: 

„Wird durch eine von zwei konjugierten Polaren einer Fläche 
zweit&r Ordnung eine Ebene gelebt, so ist ihr Schnittpunkt mit der 
zweiten Geraden gleichseitig der Pol der ersten Geraden in hezug 
auf die Sehnittkurve der genannten Ebene mit der Fläche." 



Aus dieser Eigenacbaft lasst sich auch auf die Lage zweier 
konjugierten PolareD Q und g' gegen die Fläche Fg i 

Setzen wir voraus, dass die eine Gerade, 
keinen reellen Punkt mit der Fläche F^ gemein habe. Unter 
dieser Annahme wird die besagte Gerade offenbar auch mit der 
Schnittkurve C^ einer beliebig durch g gelegten Ebene E mit der 
Fläche F2 keinen reellen Punkt gemein haben können; ihr 
Pol G in bezug auf diese Kurve Cg wird daher notwendig inner- 
halb der letzteren liegen müssen. Der Pol G, welcher, nach dem 
vorhergehenden Satze, der Geraden g' angehört, liegt aber dann 
auch innerhalb der Fläche F^, woraus folgt, dass die Fläche 
Fg von der Geraden g' notwendig in zwei reellen Punkten 
i wird. 

Hätte man hiugegen angenommen, dass die Gerade g die 
Fläche Fg in zwei reellen Punkten schneidet, so würde man 
finden, dass die zweite Gerade g' keiuen innerhalb Fg liegen- 
den Punkt G besitzen kann, also die Fläche Fg in nicht reellen 
Punkten scbneiden muss, Denn, wäre ein innerhalb Fg liegender 
Punkt G von g' vorhanden, so würde er einerseits auch innerhalb 
derjenigen Kurve C^ liegen müssen, in welcher die durch ihn und 
die Gerade g gelegte Ebene die Fläche schneidet,' und müsste 
anderseits, nach einem friiher angeführten Satze, gleichzeitig auch 
den Pol von g in bezug auf Cg repräsentieren, was aber, da der 
getroffenen Annahme gemäss g mit Cg zwei reelle Punkte gemein 
hat, ganz uumÖgHch ist. 

Hieraus entnehmen wir, dass, sobald zwei Geraden g und g' 
konjugierte Polaren einer Fläche Fg zweiter Ordnung 
sind, die eine von ihnen die Fläche notwendig in zwei re- 
ellen, die andere hingegen in zwei imaginären Punkten trifft. 
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Es erübrigt noch die Bedeutung der beiden reelleu Scliuitt- 
puukte festzustellen. 

Setzeu wir zu diesem Zwecke voraus, dass g die Flache nicht 
reell schneide, mithin die ihr boujngierte Gerade g' mit der Fläche 
zwei reelle Punkte A nnd B gemein habe. 

Nehmen wir auf g einen beliebigen Punkt Pj an, so wird 
dessen Polarebene p^ durch die Gerade g' gehen und mithin die 
Fläche Fg in einer durch die beiden Punkte A und B gehenden 
Kurve CJ zweiten Grades schneiden, welche gleichzeitig die dem 
Punkte Pj entsprechende Berührungskurve repräsentiert. Es 
ist einleuchtend, dass ebenso die Berührangskurve jedes anderen auf 
g gewählten Punktes P^ durch die beiden Punkte A und B gehen 
muss; diese letzteren werden daher (Satz in § 265) die Berüh- 
rungspunkte der durch die Gerade g an die Fläche Fg gelegten 
Berührebenen repräsentieren. Man erhält demgemäss den Satz: 

„Srärf zwei Geraden konju(jierte Polaren in hezug auf eine 
Fläche zweifer Ordnung, so schneidet die eine derselben die Fläche 
stets in zwei reellen Punkten, die andere hingegen in zwei imagi- 
nären Punkten. Qleickseitig sind die reellen Schnittpunkte der 
Mäche mit der einen Geraden die Berührungspunkte der durch die 
andere gehenden TangenHalehenen der Fläche." 

Mit Rücksicht auf die am Schlüsse des § 265 gegebene De- 
finition folgt nun auch weiter, dass jede Flache zweiter Ord- 
nung gleichzeitig eine Fläche zweiter Klasse ist, und mit- 
hin als eine Fläche zweiten Grades bezeichnet werden kann. 



§ 287. 

Seien P^, Pg und Pj irgend drei Punkte im Räume und p^, 
Psi Pa i^^ bezüglichen Polarebenen in bezug auf eine Fläche Fg 
zweiten Grades. 

Die drei Ebenen p^, p^ und p^ schneiden sich in einem Punkte 
P', welcher zu gleicher Zeit mit den drei Punkten Pj, P^ und Pg 
konjugiert ist. Der Definition einer Polarebene entsprechend, 
müssen demnach diese drei Punkte der Polarehene p' des Punktes 
P' angehören, d. h. die durch die drei Punkte P^, P^ und P3 be- 
stimmte Ebene ist die Polarebene p' selbst. Hiernach besteht 
der Satz: 

„Die Polarebenen dreier Punkte in hesug auf eine Fläche 
zweiten Grades sehneiden sich in einem Punkte, dessen Poiarebene 
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in hezug auf die Fläche die durch jene drei Punkte bestimmte 
Ebene ist." 

Gemäss der Definition der Polarebene eines Punktes in bezug 
auf eine Fläche zweiten Grades „als geometriseber Ort aller 
mit diesem Punkte in bezug auf die Fläche konjugier- 
ten Punkte", muss jedem Pnnkte im Ilaiime eine reelle Polar- 
ebene entsprechen. 

Dem eben bewiesenen Satze entnebmen wir aber, dasa auch 
umgekehrt jeder beliebigen Ebene B im Räume ein Pol entspricht, 
welcher als Schnitt der Polarebeneu dreier beliebig in der 
Ebene e gewählten Punkte erhalten wird. 



§ 288. 

Sei P^ [Fig. 212, Taf. SIV] ein beliebiger Punkt, Pj seine 
Pölarebene in bezug auf eine Fläche F^ zweiten Grades, und Pg 
ein beliebiger in dieser Polarebene Pi willkürlich angenommener 
zweiter Punkt. Die Polarebene pg dieses Punktes Pg wird (Satz 1, 
§ 284) notwendig durch P^ gehen und die Ebene pj in einer Ge- 
raden Qja schneiden. Die letztgenannte Gerade wird selbstver- 
ständlich (Satz 2, § 284) die der Verbindnngsgeraden P^P^ kon- 
jugierte Gerade repräsentieren. Wählen wir auch noch auf 
dieser Geraden flig einen dritten beliebigen Punkt P^, so geht die 
Polarebene p^ von Pj durch die Gerade PiP^ und wird die Ebene Pj 
in einer durch P^ gehenden Geraden g^g schneiden, welche ihrer- 
seits wieder die Gerade Qjj (die ebenfalls der Ebene p, angehört) 
in einem Punkte P^ treffen wird. Die genannte Ebene Pg wird 
femer die durch Pj gehende Ebene p^ in der durch Pj und P^ 
gehenden Geraden g^g schneiden. Nachdem endlich der Punkt 
P^ in den drei Polarebenen pj, p^ und Pj liegt, so wird seine 
Polarebene p^ durch die drei Punkte P^, P^ und Pj gehen, somit 
auch die drei Geraden PjPg = g3^, P^Pg=:gj^ und P^Pg^^Sii 
enthalten. 

Wir haben auf diese Weise ein Tetraeder PiPaPs^i erhal- 
ten, dessen Eckpunkte, Seitenflächen und Kanten folgende 
Eigenschaften besitzen. 

Der Eckpunkt Pj ist der Pol der gegenüber liegenden Sei- 
tenebene PsPgPi^Pi. In gleicher Weise sind die Eckpunkte 
^3' P31 P* beziehungsweise die Pole der ihnen gegenüber lie- 
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gendeu Seitenflächen PiPkP4= Pä, P,PaPi=P3 und PiP^Pa^p^ 
des Tetraeders. 

Die beiden einander gegenüber liegenden Kanten 
Sia^^PgP* "11^ 93:i=PiP2 sind konjugierte Polaren, da die 
erstere die Sehnittgerade der Polarebenen pj und p^ der der zwei- 
ten Kante ggg^ angehörenden Punkte P^ und P^ repräsentiert. 
Ebenso sind die beiden einander gegenüber liegenden Tetraeder- 
kauteu gi8 = PsP4 "^d 934=PiPs '^'^^ endlich auch die einander 
gegenüber liegenden Tetraederkanten gii=PsP8 wiid ga3 = PiP4 
konjugierte Polaren in bezug auf die Fläche Fg. 

Da je zwei der vier Punkte P^, P3, Pj und P4 konjugiert in 
bezug auf die Fläche F^ sind, so bezeichnen wir sie als „vier kon- 
jugierte Punkte" oder als ein „Quadrupel harmonischer Punkte" 
in bezug auf die Flache Fg und das von ihnen gebildete Te- 
traeder als ein „sich selbst konjugiertes Tetraeder" oder als ein 
„Polartetraeder" der Fläche F^. 

Nachdem wir ferner zwei Ebenen als „konjugiert in bezug 
auf eine Fläche F^ zweiten Grades" definieren, wenn die eine 
durch den Pol der anderen geht, so pflegt man auch die vier 
Beitenebenen p^, p^, Pg und p^ des obigen Tetraeders „vier 
konjugierte Ebenen" oder ein „Quadrupel harmojiischer Ebenen" 
in bezug auf die Fläche F^ zu nennen. 

Berücksichtigt man, dass zuerst der Punkt P^ beliebig ge- 
wählt wurde, dass ferner der Punkt P^ beliebig in der Polarebene 
p^ von Pj und weiter auch der Punkt Pg willkürlich in der Polare 
gj2 von PjPg angeuommeu wurde, so ist einleuchtend, dass eine 
Fläche Fg zweiten Grades unendlich viele Polartetraeder 
besitzt. 

Ein derartiges Tetraeder kann man beispielsweise auch auf 
nachstehende Art gebildet denken. Man bestimmt zunächst zwei 
beliebige konjugierte Polaren g^^ und g^^ in bezug auf die Fläche 
Fg und wählt sodann auf der einen, allenfalls auf gja, irgend 
zwei bezüglich der Fläche F^ konjugierte Punkte Pg und P4 (in- 
dem mau etwa Pg beliebig auf gj^ annimmt und P4 als Schnitt 
vou gi2 mit der Polarebene Pg von Pg ermittelt). 

Bestimmt man ferner in gleicher Weise auf der anderen Ge- 
raden gg4 zwei behebige in hezug auf Fg konjugierte Punkte P, 
und Pg, so-ist eraichtlich, dass jeder der gefundenen vier Punkte 
mit den übrigen drei Punkten konjugiert ist, dass dieselben mit- 
hin ein Polartetraeder bestimmen. 
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Dieser Bilduugs weise eines Polartetraeders ist unmittelbar 
auch zu entnehmen, dasa drei Eckpunkte desselben sich stets 
ausserhalb der Flache Fg befinden, der vierte jedoch stets 
innerhalb der Fläche liegt. 

Wir wissen nämlich (Satz, § 286), dass die eine der beiden 
Geraden g^^ und 934 (in Fig. 212, Taf. XIV die Gerade g^g) mit 
der Fläche F^ zwei reelle Punkte A und B gemein hat, also 
teilweise innerhalb der Fläche liegen muss, während die aweite 
Gerade (934) ganz ausserhalb der Fläche Fg liegt. Es werden 
sich sodann auch die auf 93^ beflndüeben Eckpunkte P^ und Pg 
des Polartetraeders notwendig ausserhalb der Fläche F^ vorfinden. 
Was hingegen die beiden auf g^^ liegenden Eckpunkte P3 und 
P^ betrifft, so müssen dieselben, als konjugierte Punkte, das 
Puüktepaar AB harmonisch trennen, woraus folgt, dass der eine 
(Pg) ausserhalb AB, also ausserhalb der Fläche, der andere 
(P4) innerhalb AB, also innerhalb der Fläche liegen mnss. 
Wir gelangen demnach zu dem Satze; 

„Eine Fläche zweiten Grades besitzt unendlich viele Folar- 
tetraeder. Drei Eckpunkte eines jeden solchen Tetraeders befinden 
sieh stets ausserhalb der Fläche, während einer stets innerhalb der 
Fläche liegt." 

Mit Rücksicht auf die in § 283 angestelJten Betrachtungen 
findet man weiter, dass drei Seitenebenen eines Polartetraeders, 
und zwar die Polarebenen der ausserhalb der Fläche F^ liegen- 
den Eckpunkte, die Fläche in reellen Kurven zweiten Gra- 
des schneiden, die vierte Seitenebene hingegen, als Polar- 
ebene des innerhalb liegenden Eckpunktes, mit der Fläche keine 
reelle Kurve gemein bähen kann, 

Die Ebene p^ [Fig. 212, Taf. XIV], welche die drei Eck- 
punkte Pj, Pg und P4 des Polartetraeders enthält, schneidet die 
Fläche Fg in. der Kurve C^ zweiten Grades, und da die drei ge- 
nannten Punkte Pä, Pg, P4 in bezug auf die Fläche F3 paarweise 
konjugiert sind, so sind sie es auch in bezug auf die Kurve C^; 
das Dreieck PäP3P4 ist mithin ein Polardreieck von C^. 

Denken wir uns allgemeiner durch irgend eine Kante des 
Polartetraeders, beispielsweise durch P^Pg, eine beliebige Ebene E 
gelegt, welche die gegenüber liegende Kante P3P4 in einem Punkte 
P", und daher das Tetraeder selbst in dem Dreiecke PiPgP" sehnei- 
den möge. Die Sehnittkurve dieser Ebene E mit der Flache 
Fl, heisse etwa CS. 
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Diu beiden Puuiite P^ und P^ sind als Eckpnnkte des Polar- 
tetraeders konjugiert in bezug auf die Fläche F^, also auch in 
bez.ug auf die Kurve C^. 

Da ferner die beiden einander gegenüber liegenden Tetra- 
ederkaufen PiPg und PgP^ konjugierte Polaren von Fg vorstellen, 
ao ist jeder Punkt der einen mit jedem Punkte der audereu kon- 
jugiert. Dies gilt selbstverständlich auch von dem Paukte P", 
welcher mit Pj und Pg konjugiert ist. A]g Punkte der Ebene 
E sind diese Punktepaare aber auch konjugiert in hezug auf die 
Kurve CJ, daher das Dreieck PiPgP" wieder ein Polardreieck 
der Schnittkurve C ist. Es gilt mithin der Satz: 

„Eine beliebig durch eine Kante eines Polartetraeders einer 
Fläche zweiten Grades gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer 
Kurve zweiten Grades und das Polartetraeder in einem Polardrei- 
eck dieser Kurve. Insbesondere ist auch jedes Seifendrdeck des 
Polartdraeders ein Polardreieck der in seiner Ebene liegenden 
Schnittkurce der Fläche." 



§ 289. 

Sei wieder F^ eine Fläche zweiten Grades, welche vou irgend 
einer Geraden g in zwei (reellen oder imaginären) Punkten A uud 
B getroffen werden möge. 

Jedes Paar in bezug auf F^ konjugierter Punkte Pj und 
Pj dieser Geraden muss, der Definition entsprechend, durch die 
beiden Punkte A und B harmonisch getrennt sein. Mit Kück- 
sicht auf Satz 2, § 120 findet mau daher, dass sämtliche Paare 
in bezug auf die Fläche F^ konjugierter Punkte der Geraden g 
eine involutoriache Keihe bilden, deren Doppelpunkte die 
beiden Punkte A und 6 sind. Daher besteht der Satz: 

„Alle Paare in bezug auf eine Fläche zweiten Grades konju- 
gierter Punkte auf einer belie}>igen Geraden bilden eine involuto- 
rische Reihe, deren Doppelpunkte die (reellen oder imaginären) 
SchniUpunHe der Geraden mit der Fläche sind." 

Ein ähnlicher Satz gilt bezüglieh der dnrch irgend eine 
Gerade g gehenden, in bezug auf eine Fläche F^ zweiten Grades 
konjugierte Ebenen, d. h. solcher Ebeaenpaare, von wel- 
chen die eine Ebene den Pol der anderen enthält. 

Vor allem wissen wir (Satz 2, § 284), dass die Pole aller 
durch g gehenden Ebenen auf der mit g konjugierten Geraden g' 
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liegen. Sei also p, irgend eine durch g gehende Ebene und P^ 
ihr Pol auf der Geraden g', so, dass die Ebene pg, welche durch 
g lind Pj bestimmt wird, mit der ersten Ebene Pj konjugiert ist. 
Die Ebene p^ schneidet aber die Gerade g' in einem Punkte P^, 
welcher offenbar mit dem Punkte Pj (als Pol der Ebene p,) kon- 
jugiert sein mnss. 

Hieraus erkennt man, dass zwei durch die Gerade g gehende 
in bezug auf Fg konjugierte Ebenen p^ und p^ stets durch zwei 
in bezug auf F^ konjugierte Punkte P^ und Pj toh g' gehen. 

Da nun, mit Bezug auf den vorher aufgestellten Satz, alle 
Paare konjugierter Punkte auf g' eine Involution bilden, deren 
Doppelpunkte die Schnittpunkte A und B von g' mit Fg sind, 
so bilden auch alle Paare der durch g geführten konjugierten 
Ebenen, da sie die genannte Involution projizieren, ein involu- 
toriaehes Ebenenbüschel, dessen Doppelebenen diejenigen 
Ebenen sind, welche durch die Doppelpunkte A und B gehen, und 
mithin (Satz, § 286) die durch g gehenden Tangentialebenen 
der Fläche repräsentieren. Hieraus folgt demgemäss der Satz: 

„Alle Paare durch eine beliebige Gerade gehender, m hezug 
auf eine Fläche zweiten. Grades honjugierter Ebenen, bilden ein in- 
volutorisches Ebenenbüsckel , dessen Doppelebenen die durch Jene 
Gerade gehenden (reellen oder imaginären) Tangentialebenen der 
Fläche sind." 

§ 290. 

Bei den bisher angestellten Betrachtungen wurde stets vor- 
ausgesetzt, dass die Punkte, Geraden und Ebenen, deren polare 
Beziehungen zu einer Fläche ■ Fg zweiten Grades erörtert wurden, 
nicht seibat Punkte, Tangenten resp. Tangentialebenen dieser 
Fläche sind. 

Gehen wir nun von dieser letzteren Voraussetzung aus und 
untersuchen wir, welche besonderen Ergebnisse dieser Annahme 
entspringen. 

Zunächst sei die Polarebene p eines auf der Fläche F^j 
liegenden Punktes P zu bestimmen. 

Legt man durch P eine beliebige Ebene e, so achneidet diese 
die Fläche Fg in einer Kurve Cg und die verlangte Polarebene p 
in einer Geraden, welche (Satz 2, § 282) die Polare von P in 
bezug auf die Kurve Cg repräsentiert. Da aber der Punkt P selbst 



y Google 



— 381 — 

der Kurve C^ angehört, so kann seine Polare keine ani3ere Gerade, 
als die Kurventangente t im Punkte P (Satz 1, § 154) sein. 

Hierans ist zu ersehen, dass die Tangente irgend eines ebenen 
Schnittes durch P, in dem Punkte P selbst stets eine der gesuch- 
ten Polarebene angehörende Gerade sei, dass also diese Polar- 
. ebene uur die Tangentialebene der Fläche Fg im Punkte P 
sein kann. Demzufolge besteht der Satz: 

„Die Tangentialebene einer Fläche zweiten Grades ist zugleich 
die Polarebene ihres Berührungspunktes." 



§291. 

Um ferner die konjugierte Gerade g' za einer Geraden g 
in bezug auf eine Fläche zweiten Grades zu finden, wenn g diese 
Fläche Fg in irgend einem Punkte a berührt, stellen wir 
folgende Betrachtung an. 

Sind zwei Geraden g und g' konjugierte Polaren einer Fläche 
zweiten Grades, so geht (Satz 2, § 284) die Polarebene eines be- 
liebigen Punktes der einen Geraden durch die andere Gerade. 

Wählen wir nun speziell auf der Geraden Q deren Berüh- 
rungspunkt a als Pol, so wird dessen Polarebene, d. i. nach 
dem letztbewiesenen Satze die Tangentialebene Ta im Punkte a 
durch die gesuchte Polare g' gehen. Da aber weiter diese Tan- 
gentialebene Ta auch durch die Gerade g geht, so wird ihr Pol, 
d. i. der Punkt a auch ein Punkt von g' sein. 

Hieraus folgt, dass die mit der Tangente g konjugierte 
Gerade g' durch den Berührungspunkt a geht und in der Tan- 
gentialebene Ta liegt, mithin eine zweite Taugente der Fläche 
Fj im Punkte a repräsentiert. 

Um die Lage dieser Geraden noch naher zu kennzeichnen, 
nehmen wir auf der Tangente g einen ganz beliebigen Punkt P 
als Pol an. Nachdem dieser Punkt notwendig ausserhalb der 
Fläche liegt, so wird seine Polarebene p (Satz, § 283) die Fläche 
Fg in der Berührungskurve Bj, des der Fläche vom Scheitel P 
aus umschriebenen Kegels schneiden. Da weiter der Punkt a die- 
ser Berührungskurve angehört, so wird ihre Tangeute in diesem 
Punkte der Schnitt der Tangentialebene Tg mit der Polar- 
ebene p sein müssen. Die eben genannte Tangente ist aber, als 
Schnitt der den Punkten P und a yon g entsprechenden Polar- 
1 p und Ta, die der Geraden g koujugierte Gerade g'. 
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Aos der beliebigen Lage des Punljtes P auf g folgt, dass 
ancb die jedem beliebigen anderen Punkte von g entsprecbende 
Berührungskurve durch a gelieo und von der Polare g' der Ge- 
raden g in diesem Punkte a berührt werden mnss. Demzufolge 
kann der Satz aufgestellt werden: 

„Die einer beliebigen Tangente einer Fläche zweiten Grades 
konjugierte Gerade ist gleichfalls eine Tangente der Fläche in dem 
nämlichen Punkte; dieselbe repräsentiert gleichzeitig eine gmnein- 
schaftliche Tangente der Berührungskurven der Fläche mit allen aus 
den Punkten der erstgenannten Tangente der Fläche umschriebenen 



§ 292. 

Bei der üntereuehung der Kurven zweiten Grades und der 
Kegelflächen zweiten Grades haben wir durch Zuziehung der un- 
endlich fernen Punkte, Geraden resp. Ebenen aus den polaren 
Beziehungen besondere, sehr wichtige Eigenschaften abgeleitet. 
Diesen Weg können wir nun auch bei den Flachen zweiten 
Grades mit Erfolg eiuschlagen. 

Denken wir uns vor allem als „Pol" einen beliebigen 
unendlich fernen Punkt Pc= angenommen. Derselbe mag bei- 
spielsweise als der gemeinschaftliche unendlich ferne Punkt einer 
Schar untereinander paralleler Sekanten c^, s^i Ö3 . . . der Fläche 
Fg zweiten Grades gegeben sein. Die Punktepaare, in welchen 
diese Sekanten die Fläche F^ schneiden, seien a,, bj; a^, b^; 
Bg, b^; .... Dem unendlich fernen Punkte P« entspricht, ebenso 
wie jedem anderen Punkte im Räume, eine Polarebene dp, und 
diese wird die Sekanten Cj, a^, ffg, . . . in Punkten -lUi, lUg, Xg, . . . 
schneiden, welche mit P„ in bezug auf F^ konjugiert sind, also 
beziehungsweise durch die Punktepaare aj, b^; Sj, b^; a^, b^; . . . 
harmonisch getrennt werden. Mit Rücksicht auf den in § 160 
aufgestellten Satz und auf die Lage von P« folgt nun unmittel- 
bar, dass die Punkte %, ir.^, -lUg . . . die Halbierungspunkte der 
Sehnen Bjbj; a^bj; a^bj . , . vorstellen. Mithin besteht der Satz: 

„Der geometrische Ort der HalbierungspunUe aller untereimin- 
der ^rallelm Sehnen einer Fläche zweitm Grades ist die Polarebene 
des der Sehnenschar gemeinschaftlichen unendlich fernen Punktes." 

Analog der bei Kurven zweiten Grades eingeführten Bezeich- 
nung nennen wir eine derartige Polarebene eine „Durchmesser- 
ebene" oder eine „Diametralebene" der Fläche zweiten Grades, 
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und bezeicliuen sie als die der Seim er schar ö^, d^t "^s ■ ■ ■ 
„konjugierte Durchmesserebene". 

Wie leicht zu erkenneii, erfahren die au früherer Stelle für 
die Lage des Pols P im Endlichen bewiesenen Sätze (§ 182, 
Satz 2, und § 183) formelle Änderungen, welche in den beiden 
nachstehenden Sätzen ausgesprochen erscheinen, 

„Der Schnitt einer Durchmesserebene einer Fläche zweiten Grades 
mü einer durch ihren unendlich fernen Pol gehenden (d. i. zur hol- 
bierten Sehnenschar parallelen) Ebene ist stets dn Durchmesser jener 
Kurve zweiten Grades, in welcher die Fläche von der letidgenannim 
Ebene geschnitten wird'' 

Und weiter; 

„Die Berührungshurve einer Mäche zweiten Grades mit irgend 
ein»m derselben umschriebenen C^Under ist zugleich der Schnitt der 
Fläche mit jener Durchmesserebene , welche den unendlich fernen 
Punkt der Oylindererzeugenden zum Pole hat, also die zu diesen 
Erzeugenden 2>iirallelen Flächensehnen halbiert." 



§ 293. 

Nehmen wir nragekehrt die unendlich ferne Ebene des 
Raumes als Pülarebene an. Derselben wird, wie jeder anderen 
im Endlichen liegenden Ebene, ein bestimmter Punkt als Po] be- 
züglich der Fläche F^ entsprechen. Bezeichnen wir diesen Punkt 
mit M und führen wir durch denselben einen beliebigen Strahl ff, 
welcher die Fläche F^ in a und b treffen möge, so werden die 
beiden Punkte a und b durch M und den unendlich fernen Punkt 
von ö harmonisch getrennt; es wird also Kl (Satz in § 160) wieder 
den Halbierungspunkt der Strecke ab vorstellen müssen. 

Nachdem das Gleiche von irgend einem beliebigen anderen 
durch M gezogenen Strahle gilt, so repräsentiert M einen Punkt, 
welcher jede durch ihn gehende Sehne der Fläche Fj halbiert. 
Besagter Punkt wird aus diesem Grunde als der „Mittelpunkt" 
der Fläche Fg zweiten Grades bezeichnet. Man hat daher 
den Satz; 

„Jede Fläche zweiten Grades besitzt einen Mittelpunht; derselbe 
repiräsentiert den Pol der unendlich fernen Ebene in bezug auf die 
Fläche." 

Nachdem der Mittelpunkt M der Fläche F^ alle durch ihn 
gehenden Sehnen der Fläche halbiert, so muss er auch alle in 
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einer durch ihn gelegten Ebene befindlichen Fläehensehnen 
halbieren. 

Die letztgenannten Fläehensehnen sind aber auch Sehnen 
der Kurve zweiten Grades, in welcher die Fläche Fg von 
der durch M gelegten Ebene geschnitten wird, daher sieh, mit 
Rücksicht auf § 177, der Satz ergibt; 

„Der Mittelpunkt einer Fläche zweiten Grades ist gleichzeitig 
der Mittelpunkt der Schnittkurve der Fläche mit jeder durch diesen 
Punkt gehenden Ebene." 

In § 292 wurde eine Durehmesserebene einer Fläche zweiten 
Gradea als die „Polarebene eines unendlich feruen Punk- 
tes" definiert. Da nun jeder unendlich ferne Punkt selbstver- 
ständlich in der unendhch fernen Ebene liegt, so rauss (Satz 1, 
§ 284) seine Polarebene, d. i. die Durchmesserebene durch den 
Pol der unendlich feruen Ebene, oder mit anderen Worten 
durch den Mittelpunkt M von F^ gehen. Hiernach gilt der Satz: 

„Alle Durchmesserebenen einer Fläche zweiten Grades gehen 
durch den Mittelpunkt der Fläche." 

§ 294. 

Wenn man durch den Mittelpunkt M einer Fläche zweiten 
Grades eine beliebige Gerade D zieht und hierauf durch letztere 
irgend eine Ebene d legt, so wird diese die Fläche F^ (auf Grund 
des vorher angeführten Satzes) in einer Kurve C^ schneiden, wel- 
cher ebenfalls M als Mittelpunkt entspricht, und für welche daher 
die Gerade D einen Durchmesser repräsentiert. Aus diesem Grunde 
und aus den iu der Folge zu erörternden Ursachen wird jede durch 
den Mittelpunkt IW der Fläche Fg gehende Gerade D als ein „Durch- 
messer" dieser Fläche bezeichnet. 

Um die polaren Eigenschaften eines solchen Durch- 
messers D festzustellen, haben* wir zunächst die demselben in 
bezug auf die Fläche Fj konjugierte Gerade kennen zu lernen. 

Da D durch den Mittelpunkt M der Fläche, d. i. durch den 
Po! der unendlich fernen Ebene geht, so muss die mit D kon- 
jugierte Gerade (Satz 2, § 284) notwendig in dieser unend- 
lich fernen Ebene liegen, weshalb wir sie kurz mit G« bezeichnen. 
Diese unendlich ferne Gerade G» kann als die Achse eines 
Parallelebeneubüschels betrachtet werden. Die Ebenen dieses 
Büschels mögen die „mit dem Durchmesser D konjugierten 
Ebenen" heissen. 
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Ist E eine derartige Ebene, C^ ihre Sctnittkarve mit der 
Fläche Fg und ihr Schnittpunkt mit dem Durchmesser D, so 
wird (Satz in § 285) der Punkt den Pol der Geraden G™ in 
bezug auf die Kurve C^, d. i, den Mittelpunkt der letzteren re- 
präsentieren. Dasselbe gilt von jeder anderen zu E parallelen, 
also mit dem Durchmesser D konjugierten Ebene. 

Nehmen wir ferner au, der Darchmesser D schneide die Fläche 
Fg in den zwei Punkten A uud B, so werden diese {Satz in § 286) 
die Berührnngspuukte der durch G™ gehenden (also dem vor- 
genannten Parallel ebeuenbüschel angehörenden) Tangentialebe- 
nen der Fläche sein, und wir haben demgemäss den Satz: 

„Die Miüdpunkte der Schnittkunen einer Fläche zweiten Gra- 
des mit den Ebenen eines beliebigen Parallelebenenbüschels liegen 
auf dem diesem Büschel konjugierten Flächendurchmesser (oder was 
dasselbe ist, auf der Polare der unendlich fernen Achse des Ebenen- 
büschels). Die Tangentialebenen der Fläche in den Endpunkten des 
genannten Durchmessers sind gleichfalls zwei Ebenen dieses Parallel- 
ebenenhäschels." 

Unter den Ebenen des Parallelebenenbüschels G^» gibt es eine, 
welche überdies durch den Mittelpunkt M der Fläche geht, also 
eine Durehraesserebene der Fläche vorstellt. Diese Ebene d 
wird „die dem Durehmesser D konjugierte Durchmesser- 
ebene" genannt. 

Anf Grund der in § 284 (Satz 2) und § 292 (Satz 1) auf- 
gestellten Sätze findet man, dass der Pol der Durchmesserebene d 
der unendlich feine Punkt des Durchmessers D sei, dass dieselbe 
daher alle zu D parallelen Flachensehnen halbiert. 

Zwischen dem Durchmesser D und der ihm konjugierten 
Durchmesser ebene besteht demnach folgende Beziehung, welche 
als ein Änalogon zu der gegenseitigen Beziehung zweier konju- 
gierten Durehmesser einer Kurve zweiten Grades betrachtet wer- 
den kann. 

„Die SU einem beliebigen Durchmesser einer Fläche zweiten 
Grades parallelen Sehnen werden von der diesem Durchmesser kon- 
jugierten Durchm^sserebene halbiert; die letztere mthäU auch die 
Berührungspunkte aller zu dem genannten Durchmesser parallelen 
Flächentangenten. Umgekehrt enthält der Durchmesser auch die 
MittelpunMe aller zu seiner konjugierten Durchmesserehene parallelen 
ebenen Schnitte, sowie auch die Berührungspunkte der zu dieser 
Durchmesserebene parallelen Tangentialebenen der Fläche." 



y Google 



§ 295. 

Sei D irgend eiu Durclimeaser einer Pläclie Fg zweiten Gra- 
des, Pto dessen unendlich ferner Punkt und d die Polarebene des 
letzteren, d. i. die dem Durctmesser D konjugierte Durchmesser- 
ebene. Die unendlich ferne Gerade G« von d ist aodann (§ 294) 
gleichzeitig die Polare des Durchmessers D. 

Wählen wir einen beliebigen zweiten Fläch endureh- 
messer Dj, welcher mit der Durchmesser ebene d incident ist, 
d. h. in derselben liegt. Dieser Voraussetzung entsprechend, wird 
der uneudKeh ferne Punkt PJ, der unendlich fernen Geraden G« 
der Ebene d angehören; die Polarebene dj von Pi, d. i. die dem 
Durchmesser Di konjugierte Durchmesserebene, muss sodann (Satz 2, 
§ 284) durch die Polare von G™, d. i. durch den Durchmesser D 
gehen, oder mit anderen Worten: dj und D sind gleichfalls in- 
cident. 

Diesfalls wird auch die unendlich ferne Gerade Gi von d^, 
welche gleichzeitig die Polare des Durchmessers D^ repräsentiert, 
durch den unendlich fernen Punkt P™ von D gehen. 

Denken wir uns endlich noch eine dritte Durchmesser- 
ebene dg durch die beiden Durchmesser D und Dj gelegt, und 
suchen wir den derselben konjugierten Durchmesser Dg, d. i. die 
Polare der unendlich fernen Geraden G^ der Ebene dj. Da die 
letztere die Durchmesser D und Dj enthält, so geht ihre unendlich 
ferne Gerade Gi durch die unendHch fernen Punkte P« und Pi; 
es wird sich sonach (Satz 2, § 284) die Polare von Gl als die 
Schnittgerade der Polarebene der Punkte P„ und Pi, d. i. der 
beiden Dnrchmesaerebenen d und d^ ergeben. Es gilt folglieh 
der Satz: 

„Sind ein Durchmesser und eine üurchmssserehme einer Fläche 
zweiten Grades incident, so sind atieh die dem ersteren konßi^ierte 
Durchmesserehene und der der zweiten konjugierte Durchmesse in- 
cident. Überdies ist auch die durch diese beiden Durchmesser 
gehende Durchmesserebene konjugiert mit dem Durchmesser, welcher 
sich als Schnitt der beiden ersten Durchmesserebenen ergibt." 

Betrachtet man alle diese Durchmesser und Durehmeaserehenen 
etwas näher, so wird man finden, dass sie einen speziellen Fall 
eines bereits bekannten Gebildes repräsentieren. Nachdem näm- 
lich der Mittelpunkt M der Fläche F^ der Pol der unendlich 
fernen Ebene ist, und in der letzteren drei Punkte P«, Pi und P« 
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von solcher Beseliaffeiiheit bestimmt wurden, dass die drei Geraden 
P„iVI = D; PiM = Dl und PIK = Dg beKieliungsweise die Polaren 
der drei Geraden PiPi==G™; P^Pi^Gi; Po,Pi = G^ sini5, und 
endlich die drei Ebenen d = Pi,PiM; d, = P=.PäM; c(g = P„PiM 
beziehungsweise die Polarebenen der drei Punkte P„, Pi, P™ 
repräsentieren, (äo ist nach § 288 einleuchtend, dass M, P«, Prä 
und Pä die vier Eckpunkte eines besonderen Polartetra- 
eders der Fläche Fg sind. 

Hierans lassen sich nun weitere Eigenschaften leicht ableiten. 

Je zwei der drei unendlich fernen Punkte P„, Pi und P^ 
sind als Eckpunkte des Polartetraeders konjugiert in bezug auf 
die Fläche F^; es können deshalb auch die durch zwei solche Punkte 
gebenden Durchmesser der Fläche Fg als „ztvei Izonjugierte Durch- 
messer" von Fj bezeichnet werden. 

Dem vorher bewiesenen Satze, resp. der vorher angestellten 
Betrachtung gemäss, geht die einem dieser beiden Durchmesser 
konjugierte Durchmesserebene durch den zweiten Durch- 
messer and umgekehrt. 

Je zwei der drei Durchmesserebenen d, dj und d^ sind 
ebenfalls konjugiert, da die eine stets den Pol der anderen 
enthält, mithin auch durch den der anderen Durchmesser ebene 
konjugierten Durehmesser geht. 

Die drei Durehmesser der Fläche Fg, welche paarweise kon- 
jugiert sind, also drei im Mittelpunkte M zusammentreffende 
Kanten eines Polartetraeders bilden, pflegt man als „drPÄ konju- 
gierte Durchmesser" oder als ein „Tripel konjugierter Durchmesser", 
und die drei Durchmeseerebenen, welche sie paarweise bestimmen, 
als „drei konjugierte Durckmesserebenen" oder als ein „ Tripel kon- 
jugierter Durchmifsserehenen" zu bezeichnen. 

Wir haben ursprünglich, um drei derartige konjugierte 
Durchmesser zu bestimmen, den einen — D — willkürlieh ange- 
, und einen zweiten, — Dj ^ — ^ in der zu D konjugierten 
gleichfalls beliebig gewählt. Hieraus folgt, 
dass eine Fläche zweiten Grades unendlich viele Tripel kon- 
jugierter Durchmesser zulasse. 

§ 296. 
Im Vorhergegangenen wurden Kwei konjugierte Durchmesser 
einer Flache F^ als solche definiert, deren unendlich ferne Punkte 
in bezug auf die Fläche Fg konjugiert sind. Denken wir uns 
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nun dureli zwei solche Itonjugierte Diii'ehmesser eine Ebene ge- 
legt, so wenden die beiden vorgenannten uneudiich fernen Punkte 
iiucb in bezug auf die SebnittkurTe C^ der Flache F^ mit dieser 
Ebene konjugiert sein; es werden sonach die beiden durch sie 
gellenden Fläebendurch messe r auch zwei konjugierte Durcbniesser 
der Schnittkurve C^ repräsentieren. Es besteht mithin der Satz: 

„Zwei konjuffierte Durchmesser einer Fläche zweiten Grades 
sind stets auch zwei konjugierte Durchmesser jener Kurve zweiten 
Grades, in welcher die durch sie bestimmte Ebene die Fläche 
schneidd." 

Neunen wir ferner die Kurve, in welcher eine Fläche zweiten 
Grades von einer beliebigen, durch ihren Mittelpunkt geben- 
den Ebene geschnitten wird, kurz einen „Diametralschnitt^' der 
Fläche, so erhalten wir dnrch einfache Umkehrung des eben 
ausgesprochenen Satzes den folgenden: 

„Irgend zwei Tionjugierte Dnrchmesser eines beliebigen Diame- 
tralschnittes einer Fläche zweiten Grades sind stets auch zwei Jcon- 
ju^ierte Durchmesser der Fläche selbst." 

Da femer jeder Durchmesser in irgend einer Diametral- 
ebene mit dem dieser Diametralebene konjugierten Durchmesser 
konjugiert ist, so ist eine weitere unmittelbare Folge des vor- 
stehenden Satzes: 

„Alle Durchmesserpaare einer Fläche zweiten Grades, welche 
mÜ einem festen Durchmesser der Fläche Je ein Tripel konjugierter 
Durchmesser ergeben, bilden ein involutorisches Strahlmbüschel, 
welches mit der Durchmesserinvolution jenes Diametralschnittes, 
dessen Ebene dem festen Durchmesst konjugiert ist, identisch ist." 



% 297. 

Sei P ein beliebiger Punkt ausserhalb einer Flache Fg zweiten 
Grades und p dessen Polarebene in bezug auf diese Fläche. 

Die besagte Ebene p schneidet (Satz, § 283) die Fläche F^ 
in derjenigen Kurve Cg zweiten Grades, welche die Berührungs- 
kurve des aus P der Fläche umschriebenen Kegels darstellt. 

Ziehen wir durch P den Durchmesser D = MP der Flache F2, 
so wird demselben (§ 294) als Polare die unendlich ferne Gerade 
der Polarebene jedes Punktes dieses Durchmessers D entsprechen. 
Eine solche Polarebene ist aber die Ebene p des Punktes P 
selbst; die vorbezeicbnete Ebene stellt mithin (gemäss der iu § 294 
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gegeljenea Definition) eine dem Durchmesser D konjugierte 
Ebene vor. Diea zu Grunde gelegt ist (Satz in § 294) der Schnitt- 
punkt dieser Ebene p mit dem Durchmesser D gleichzeitig der 
Mittelpunkt der vorgenannten iu p liegenden Berührungs- 
kurve Cg. Daher gilt der Satz: 

„Der Mittelpunld der Berührungshurve einer Fläche sweiten 
Grades mit einem beliebigen derselben umschriebenen Kegel liegt auf 
dem durch den Kegelscheitel gehenden Flächendurchmesser." 



Kehren wir nun vorübergehend zur Koiliueation zweier 
ebenen Systeme in verschiedenen Trägerebenen zurück, 
um einen Hüfssatz abzuleiten, der für die Entwickelung einiger 
weiterer Eigenschaften der Flächen zweiten Grades von beson- 
derem Nutzen ist. 

Denken wir uns iu zwei verschiedenen Ebenen Ej und Ej 
[Fig. 213, Taf. XIV] zwei Kurven C^ und C^ zweiten Grades so 
angenommen, daes sie die Schnittgerade A = AA der beiden Ebe- 
nen El und Ej in den nämlichen Punkten m und n treffen, im 
Übrigen aber beliebige Lagen besitzen. 

Es wird sieh nun darum bandeln, nachzuweisen, dasB diese 
beiden Kurven stets als kolHnear verwandt betrachtet werden 
können, oder mit anderen Worten, dass es stets möglieb sei durch 
beide Kurven zugleich eine Kegeifläche zweiten Grades 
zu legen. 

■ Dass dies in der That der Fail sei, wird aus folgender Be- 
trachtung hervorgehen. 

Setzen wir die beiden Ebenen Ei und E^ als Trägerebenen 
zweier perspektivisch-kollinearen Systeme, ihre Schnitt- 
gerade A mithin als KoUineationsachse voraus. Die beiden vor- 
genannten in A liegendeu Punkte m und n sind. also notwendig 
sich selbst entsprechende Punkte, 

Sollen sieh nnn in den beiden Systemen die Kurven Cj und C^ 
kollinear entsprechen, so müssen selbstverständlich die Tangenten 
tj und tg von C, resp. C^ im Punkte m, und ebenso die Tangen- 
ten t'^ und tj von Cj und Cg in n entsprechende Geraden vor- 
stellen. Dann müssen sieb aber auch die beiden Punkte Pj und Pg, 
in welchen sich die Tangeuten tj und t',, beziehungsweise die 
Tangenten t^ uud t', schneiden, d. s. die Pole der Kollinea- 
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tionsachse A in bezug auf die beiden Kurven Cj und C^ ent- 
sprecheu; ihre Verbindungsgerade PjPj muss somit eiuen Kolli- 
neationsatvalil repräsentieren, oder was dasselbe ist, das Kolli- 
neationscentrum enthalten. 

Denken wir uns ferner durch die Gerade P^Pj eine beliebige 
Ebene gelegt, etwa jene Ebene 7, welche die K ollin eationsachae 
A in dem Punkte 5 schneidet, so werden die Schnitte gi = Pi5 
und ga = P25 dieser Ebene mit den beiden Ebenen E, und Eg not- 
wendig zwei entsprechende Geraden vorstellen. Die Gerade g^ 
möge mit der Kurve C, die beiden Punkte aj uud a',, die Gerade 
gg mit der Kurve C^ die beiden Punkte a^ und a'^ gemein 
haben. 

Da P^ der Pol von A in bezug auf Cj ist, so sind die beiden 
Punkte a^ und S,\ durch Pj und b harmonisch geti^ennt. In glei- 
cher Weise sind auch die Punkte a^ und a'^ durch P^ und S har- 
monisch getrennt, da Pg den Pol von A in bezug auf Cg re- 



Fasst man daher die vier Punkte a^, a'i und a^, a, als Eck- 
eines vollständigen Viereckes in der vorgenannten 
Ebene y auf, so wird die Gerade P^P^ infolge der erwähnten har- 
monischen Beziehungen die eine Seite des Diagonaidrei- 
eekes vorstellen; es müssen demnach auf derselben auch die 
Schnittpunkte S und S' der Gegenseitenpaare BiBg und a^a'^ be- 
ziehungsweise 3,85 und Bl\a^ liegen. Überdies sind S und S' durch 
Pj und Pg harmonisch getrennt. 

Betrachten wir nun beispielsweise den Punkt S als KoUi- 
ueationsoentrum, so werden den fünf Elementen m, n, a^, tj 
und t'i die fünf Elemente m, n, a^, t^ und f'^ entsprechen. Nach- 
dem aber (Satz, alinea c, § 127) durch die erstgenannten fünf 
Elemente die Kurve C^ eindeutig bestimmt ist, durch die an- 
deren fiinf Elemente hingegen die Kurve Cg eindeutig festgestellt 
erseheint, so müssen sich auch diese (wie ursprünglich behauptet 
wurde) kollinear entsprechen. Eine zweite kollineare Beziehung 
vermittelt der Punkt S' als Kollineationscentmm. 

Man erkennt sofort, dass die beiden in der Schnittgeraden A 
der beiden Ebenen E^ und Eg liegenden gemeinschaftlichen Punkte 
m und n der beiden Kurven dorchaus nicht reell sein müssen. 
Dieselben können ebenso gut imaginär sein, und wird man ihr 
Vorhandensein (Satz, § 156) daran erkennen, dass die Kurven Cj 
uud Cg auf der Geraden A dieselbe (elliptische) Polarinvolution 
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besitzöD, dereu imaginäre Doppelpunkte eben die gemeiu- 
schaftliclieu Punkte von Cj und Cg sind. 

In diesem Falle werden die sich k ollin ear cntspreeb enden 
Pole P, resp. P^ von A in bezug auf die Kurven C, und C^ na^ 
tiirlich innerhalb der letzteren liegen; im übrigen bleibt die 
vorangestellte Betrachtung unverändert. Wir gelangen somit zu 
dem Satze: 

„Zwei in verschiedenen Ebenen liegende Kurven zweiten Gra- 
des, welche mit dm- Schmttgeraden ihrer Ebenen ein und dassdbe 
(reelle oder imaginäre) Punkiepaar gemein haben, hönnen stets auf 
zweifache Weise ^lerspekttvisch- hollinear aufeinander bezogen werden 
(auf zwäfacfte Weise als ebene Schnitte eines und desselben Kegels 
zweiten Grades dargestellt werden). Die betreffenden zwei KolUnea- 
tionseentra (Kegelscheitel) liegen auf jener Geraden, welche die Pole 
der gemeinschaftlichen Sekante heider Kurven (in besag auf diese 
Msteren) verbindet und sind durch diese Pole harmonisch getrennt." 

Setzt man speziell voraus, dass die beiden Ebenen E, and E^ 
parallel sind, dass also die Gerade A (KoHineationsaehse) und die 
beiden (reellen oder imaginären) Punkte tn und n in unendliche 
Ferne fallen, so tritt an Stelle der kollineaien Beziehung insbe- 
sondere (§ 196) die „kollinear-ahnliche" oder „perspekti- 
visch-ähnliche" Beziehung. 

In diesem Falle sind die beiden sich ähnlich -kollinear ent- 
sprechenden Punkte Fl und P^, als Pole der unendlich fernen 
Geraden, die Mittelpunkte der Kurven C^ und C^. Nachdem 
ferner je zwei sieh ähnlich entsprechende Geraden parallel sind, 
und nebstbei projektivische Eigenschaften durch kollinear-ähn- 
liche Transformation nicht geändert werden, so werden irgend 
zwei konjugierte Darehmetser von Cg stets zu zwei konjugierten 
Durchmessern von C^ parallel sein. Aus dem vorhergehenden 
Satze ergibt sieh demnach durch die gemachten Voraussetzungen 
der folgende Spezialaatz: 

„ßaben swei Kurven zweiten Grades zwei (reelle oder ima^ 
ginäre) unendlich ferne Punkte gemsin, so können sie stets auf zwei- 
fache Weise perspektivisch - ähnlieh aufeinander bezogen werden. 
Hierbei sind die Mittelpunkte der beiden Kurven stets ähnlieh ent- 
sprechende Punkte, welche die beiden JAnlichkeitscentra harmonisch 
trennen. Femer sind zwei beliebige konjugierte Durchmesser der 
einen Kurve stets parallel zu zwei konjugierten Durchmessern der 
zweiten Kurve." 
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Wie den (in den §§ 197 und 199) angestellten Betrachtungen 
zu entnehmen ist, gilt dieser Satz nicht bloss für zwei Kurven 
zweiten Grades in verschiedenen Ebenen, sondern unmittelbar, 
ohne jede Änderung, auch für zwei Kurven zweiten Grades 
in derselben Ebene. 

§ 299. 

Mittels der im Vorhergehenden bewiesenen Hilfssätze können 
wir weitere Eigenschaften einer Fläche F^ zweiten Grades 
entwickeln. 

Setzen wir beispielsweise voraus, die Fläche Fg würde von 
zwei beliebigen Ebenen E^ und E^ in den beiden Kurven C^ 
und Cg geschnitten. Es ist einleuchtend, dass diese Kurven zwei 
reelle oder imaginäre Punkte gemein haben müssen, d. s. die bei- 
den Punkte m und n, in welchen die Schnittgerade A der Ebenen 
E, und Ea die Fläche F^ trifft. 

Auf diese beiden Kurven Cj und Cg kann sonach der erste 
im vorhergehenden Paragraphe abgeleitete Satu angewendet wer- 
den. Wir sind somit zur Kenntnis gelangt, dass durch die beiden 
Kurven C^ und C^ zwei verschiedene Kegelflächen zwei- 
ten Grades gelegt werden können. Hierbei liegen (wie Satz 1 
in § 298 aussagt) die beiden Kegelscheitel S und S' auf jener 
Geraden, welche die Pole P, und P^ der Geraden A in bezug auf 
die Kurven Cj und C^ verbindet. 

Offenbar wird aber die Polarebene des Punktes P, in bezug 
auf die Fläche F^ die Polare A dieses Punktes bezüglich der 
Schnittturve Cj enthalten (Satz 2, § 282), und ebenso wird die 
Polarebene des Punktes Pg durch A gehen. Mit Rücksicht auf 
frühere Ergehnisse (Satz 2, § 284) folgt weiter, dass die Gerade. 
PjPj die Polare der Geraden A in bezug auf die Fläche F^ re- 
präsentiert. Es gilt sonach der Satz: 

„Durch zwei beliebige ebene Schnitte einer Fläche sweiten Gra- 
des können stets swd Eegelflächen zweiten Grades gelegt werden. 
Die beiden Kegelscheitel liegen auf der Polare jen^ Geraden, welche 
den Ebenen beider Kwven gemeinschaftlich ist, und werden durch 
die Schnittpunkte der genannten Polare mit den Kurvenebenen har- 
monisch getrennt." 

Sind die Ebenen der beiden Schnittkurven parallel, 
so folgt in gleicher Weise unter Anwendung des in § 298 zweit- 
angefuhrten Satzes der folgende Satz: 
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„Die Schnitte einer Fläche zweiten Grades mit irgend zioei 
parallelen Ebenen sind stets zwei perspektivisch- ähnliche Kurven 
zweiten Grades. Die beiden Ährdichkeitscentra liegen auf jenem 
Flächendurehmesser , welcher die MUtdpunkte der zwei Scknittkur- 
ven verbindet und werden dwrch diese MittdpunJde harmonisch ge- 
trenni. Irgend zwei konjugierte Durehmesser der einen Schnitt- 
kurve sind stets parallel zu zwei konjugierten Durehmessem der 
zweiten Schnittkurve." 



Die früheren Spezi alisieriiD gen der polaren Eigenschaften 
einer Fläche zweiten Grades wurden dadurch erhalten, dass wir 
Punkte, Geraden und Ebenen in unendliche Entfernung 



Nun wollen wir auch das Verhalten einer Fläche zwei- 
ten Grades selbst gegen die unendlich ferne Ehene des 
Raumes untersuchen. 

Eine Fläche zweiten Grades kann von der unendlich fernen 
Ebene (ebenso wie von jeder anderen Ebene) in einer reellen 
oder in einer nicht reellen Kurve geschnitten werden. 

Ist die unendlich ferne Kurve der I<läche nicht reell, so 
gibt es auch auf der Fläche keine Kurve, welche reelle 
unendlich ferne Punkte hat. In diesem Falle sind die ebenen 
Schnitte der Fläche durchwegs Ellipsen; man bezeichnet des- 
halb eine solche Fläche zweiten Grades als ein „EUipsoid". Da 
in diesem Falle die unendlich ferne Ebene ganz ausserhalb der 
Fläche liegt, so befindet sich ihr Pol, d. i, der Mittelpunkt 
des Ellipsoides stets innerhalb des letzteren. 

Ist hingegen die Schnittkurve C» einer Fläche zweiten 
Grades mit der unendlich fernen Ebene reell, so wird dieselbe 
von einer Ehene in einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
geschnitten, je nachdem die unendlich ferne Gerade der 
schneidenden Ebene mit der Kurve C« zwei imaginäre oder 
zwei reelle Punkte gemein hat oder endlich eine Tangente 
dieser Kurve ist. Eine derartige Fläche zweiten Grades nennen 
wir ein „Hyperboloid". 

Aus dem in § 283 angeführten Satze folgt unmittelbar, dass, 
sobald eine Fläche F^ zweiten Grades ein Hyperboloid ist, diese 
Fläche also eine reelle unendlich ferne Kurve Cm besitzt, die 
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letüttre gleictzeitig die Berütrungskurve der Fläche mit einem 
derselben aus dem Mittelpunkte (als Pol der niieudlich fernen 
Ebene) um schri ebenen Kegel sein muss. 

Denken wir uns durch den Mittelpunkt M der Fläche Fg eine 
beliebige Ebene E gelegt, so wird diese die Kurve C™ in zwei 
reellen oder imaginären. Punkten m und ti schneiden. 

Sind diese Punkte reell, so ist die Schnittkurve C^ der 
Fläche Fj mit der Ebene E offenbar eine Hyperbel, deren un- 
endlich ferne Punkte m und n sind. Die Geraden Mm und Mti 
repräsentieren, als zwei Erzeugenden des umschriebenen Kegels 
(M, Ca), die Tangenten der Schnitthyperbel C^ in deren 
unendlich fernen Punkten, sind also die Asymptoten der- 
selben. Das Gleiche gilt von jedem anderen Diametral- 
achnitt des Hyperboloides. Der dem letzteren aus dem 
Mittelpunkte M umschriebene Kegel wird aus diesem Grunde 
der „Asymptotenkegel" des Hyperboloides genannt. Gleichzeitig 
erhalten wir den Satz: 

„Jeder reelle Diametralschnitt eines Hyperboloides ist eine 
Hyperbel, deren Asymptoten die seiner Ebene und dem Asymp- 
totenkegel gemeinschaftlichen Erzeugenden sind." 



§ 301. 

Denken wir uns ein Hyperboloid Fg und dessen Äsymptoten- 
tegel (M, C™) durch eine beliebige Ebene E beziehungsweise in 
den Kurven K und k zweiten Grades geschnitten. 

Die Ebene E trifft die unendlich ferne Kurve C«, des Hyper- 
boloides in zwei reellen oder imaginären Punkten, welche den 
beiden Kurven K und k notwendig gemeinschaftlich sind. Nach 
Satz 2, § 298 und der darauf folgenden Bemerkung sind mithin 
die beiden Schnittkurven K und k ähnlich und ähnlich ge- 
legen (kol linear- ähnlieh). 

Da aber überdies die Fläche und ihr Asymptotenkegel in den 
beiden genannten unendlich fernen Punkten gemeinschaftliche 
Berührebeneu besitzen, so haben auch die beiden Schnittkurven 
K und k in denselben Punkten gemeinsehaftUclie Tangenten 
t» und t», d. s. (nach § 263) die Schnittgeraden der oberwähn- 
ten zwei Tangentialebenen mit der Ebene E. 

Der Schnittpunkt der Tangeuten t« und t'„ ist der Pol 
der nnendheb fernen Geraden in bezug auf beide Kurven K und 
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k, oder mit anderen Worten: der Pol ist der gemeiuscliiift- 
liche Mittelpunlit der letzteren. 

Nachdem man zwei ähnlich gelegene Kurven zweiten Grades, 
welche einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt besitzen (der dies- 
falls offenbar zu gleicher Zeit das Ahnlichkeitsceutrum re- 
präsentiert), „homotketische Kurven" zweiten Grades nennt, so 
gelaugt mau zu dem Satze: 

„Ein Hyperboloid und dessen Äsiftnptoten&egel werden von 
einer beliebigen Ebene stets in homothetischen Kurven zweiten Gra- 



§ 302. 

Eine Fläche zweiten Grades kann femer von der unendlich 
fernen Ebeue iu einem Punkte berührt vrerden. Diesfalls 
ist der Beriihrungspunkt (Satz, § 290) gleichzeitig der Pol 
der unendlich fernen Ebeue in bezug auf diese Flache F^, 
d. h. der Mittelpunkt derselben. 

Eine derartige Fläche zweiten Grades wird ein „Paraboloid" 
genannt. Dasselbe zeigt bezüglich der Durchmesser, der Durch- 
messerebenen etc. gegenüber den allgemeiuereu Flächen zweiten 
Grades dasselbe besondere Verhalten, wie die Parabel zu den all- 
gemeineren Kurven zweiten Grades. 

Nachdem der Mittelpunkt in unendlicher Entfernung liegt, 
so siud einerseits die sämtlichen Durchmesser untereinander 
parallel, und anderseits siud zu diesen Durchmessern offenbar 
auch alle Durohmeseerebeneu parallel. Alle Diaraetral- 
achnitte werden demgemäss Parabeln sein. 

Wären zwei Durchmesser eines Paraboloides konju- 
giert, so müssten sie auch (Satz 2, § 296) konjugierte Durch- 
messer jeuer Parabel sein, in welcher die durch diese Durchmesser 
bestimmte Ebene das Paraboloid schneidet. Nachdem jedoch eine 
Parabel (§§ 176 und § 177) keine eigentlichen konjugierten 
Durchmesser besitzt, sondern jeder Durchmeser mit der un- 
endlich fernen Geraden konjugiert ist, so kann gefolgert 
werden, dass die jedem Durchmesser eines Paraboloides konju- 
gierte Durchmesserebene die vmendlich ferue Ebeue des 
Baumes ist, und dass umgekehrt der eiuer beUebigen Durch- 
messerebene konjugierte Durchmesser des Paraboloides in der un- 
endlich fernen Ebene hegt. 
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Trotz dieses Verhaltens bleiben yiele der für die Flächen 
i Grades allgemein bewiesenen Sätze auch hier gültig. So 
werden beispielsweise die Mittelpunkte paralleler Sehnen eines 
Paraboloides stets in einer Durchmesserebene liegen, welch letz- 
tere dann als die den genannten Sehnen konjugierte Dnrch- 
messerebene des Paraboloides bezeichnet wird. 

Weiter liegen die Mittelpunkte der Schnittkurven des Para- 
boloides mit einer Schar paralleler Ebenen auf einem und dem- 
selben Durchmesser, und dieser wird der jener Parallelebenen- 
sehar konjugierte Durchmesser des Paraboloides genannt. 

Parallel zu einer Ebene, d. i. durch eine unendlich ferne 
Gerade kann an ein Paraboloid bloss eine einzige im Endlichen 
liegende Tangentialebene gelegt werden, da die zweite, durch 
jene unendlich ferne Gerade gehende Berührebene die unendlich 
ferne Ebene selbst ist, u. s. w. u. s. w. 

§ 303. 

Unter die Ellipsoide, d. s. jene Flächen zweiten Grades, 
welche keine reelle unendlich ferne Kurve besitzen, ist auch 
die „Kugel" zu reebnen. 

Wie aus der Elementargeometrie bekannt ist, liegen die 
Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Kugel in der zu diesen 
Sehnen senkrechten Durchmesser ebene, und weiter liegen die Mit- 
telpunkte der Schuittkreise einer Kugel mit einer Schar paralleler 
Ebenen auf dem zu den letzteren senkreehten Kugeldurchmesser. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass der einer beliebigen Durch- 
messerebene einer Kugel konjugierte Durchmesser zu der ersteren 
senkrecht stehe, dass femer je zwei konjugierte Durchmesser einer 
Kugel einen rechten Winkel bilden, und weiter, dass je drei kon- 
jugierte Durchmesser paarweise aufeinander senkrecht stehen. 

§ 304. 

Eine weitere höcbst wichtige Eigenschaft der Kugel, welche 
der in Satz 2, § 180 aufgestellten Eigenschaft aiialt^ ist, lässt 
sich aus dieser letzteren ableiten. 

Nachdem der Schnitt einer Kugel mit jeder beliebigen Ebene 
ein (reeller oder imaginärer) Kreis ist, so wird dieselbe auch von 
der unendlich fernen Ebene des Itaumea in einem — selbst- 
verständlich imaginären — Kreise geschnitten werden. 
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Es lässt sich zeigen, dasB &\e nnendlich fernen Kreise aller 
Kugeln im Räume Yoneinander nicht verschieden sind, sondern 
dasa im Gegenteil alle Kugeln im Baume durch einen und 
denselben unendlich fernen imaginären Kreis gehen. 

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke den unendlich fernen ima- 
ginären Kreis irgend einer Kugel S mit Ki und denken wir uns 
diese Kugel S, sowie beliebige andere Kugeln im Räume durch 
eine und dieselbe Ebene E geschnitten, so werden wir als 
Schnittburven durchwegs Kreise erhalten, welche (Satz 2, § ISO) 
alle durch zwei imaginäre unendlich ferne Punkte, und 
zwar, wie von selbst einleuchtend, durch die der Ebene E und 
dem imaginären Kreise KJ, gemeinschaftlichen Punkte gehen. 
Diese beiden Punkte werden mithin allen Kugeln angehören. 

Nachdem aber die Lage der Ebene E ganz beliebig ist, gilt 
das Gleiche von allen anderen Ebenen, also auch von allen anderen 
Punkten des Kreises Kl,. Daher besteht der Satz: 

„Sämtliche Kugeln im Baume gehen durch einen und densel- 
ben imaginären Kreis in der unendlich fernen Ebene. Die „Kreis- 
punkte" einer helieUgen Ebene sind die gemeinschaftlichen Punkte 
der letzteren mit diesem imaginären Kreise." 

Der in Rede stehende Kreis wird als der „imaginäre unend- 
lich ferne Kugelkreis des Raumes" oder kurz als der „imaginäre 
" bezeichnet. 



§ 306. 

Denken wir uns im Räume eine beliebige Flache Fg zwei- 
ten Grades und eine Kugel S^, deren Mittelpunkt M mit jenem 
der Fläche Fg zusammenfällt. 

In die nachstehende Betrachtung können auch die Kegel- 
flächen zweiten Grades einbezogen werden, und verlegen wir 
diesfalls den Mittelpunkt der Kugel in den Kegelscheitel. 

Denken wir uns irgend drei konjugierte Durchmesser Dj, Dg 
und D3 der Fläche F^ angenommen, so bilden die unendlich fer- 
nen Punkte P^, Pg und Pj der genannten drei Durchmesser (§ 295) 
und der Mittelpunkt M der Fläche Fj die Eckpunkte eines Polar- 
tetraedors von F^, und sind ferner (Satz 2, § 288) Pj, P^ und P3 
die Eckpunkte eines Polardreiecks jener Kurve C„ zweiten Gra- 
des, in welcher die Fläche F^ von der unendlich fernen Ebene 
geschnitten wird. 
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Tat die Pläciie F^ eine Keg'elfläche, so sind die unend- 
licli fernen Punkte irgend dreier konjugierten Durch- 
messer derselben (nach § 278) ebenfalls die Eckpunkte eines 
Polardreieckes jeuer Kurve, in welcher die unendlicli ferne 
Ebene die Kegeifläche schneidet. 

lu gleicher Weise werden der Mittelpunkt M der Kugel und 
die unendlich fernen Punkte irgend dreier konjugierten, d. h. paar- 
weise aufeinander senkrecht stehenden Kugeldurchmeaaer, Eck- 
punkte eines Polartetraeders sein, und folglich die uneadlich fer- 
nen Punkte der drei Durchmesser die Ecken eines Polardreieckes 
für den imaginären Kugelkreis vorstellen. 

Obwohl der Kugelkreis K^ stete imaginär ist, und auch die 
unendlich ferne Kurve C^ der Fläche Fg imaginär sein kann, 
so wollen wir uns dennoch, behufs leichterer Vorstellung, auf 
Figur 214, Taf. XIV beziehen, in welcher Kl und C„ als reelle 
Kurven dargestellt erscheinen. Unter der Ebene dieser beiden 
Kurven (Zeichnungsebene) hat man sich diesfalls gleichzeitig die 
unendlich ferne Ebene zu denken. 

Wie bereits früher gesagt wurde, werden die unendlich fer- 
nen Punkte irgend dreier konjugierten Durchmesser von Fj ein 
Polardreieck von C„, und die unendHch fernen Punkte dreier 
konjugierten Durchmesser der Kugel ein Polardreieck von K^ be- 
stimmen. 

Umgekehrt wird jedes Polardreieek PiPgPg von C^ drei kon- 
jugierte Durchmesser von F^, und jedes Polardreieck QiOaOs ™" 
Kj^ drei konjugierte Durchmesser der Kugel Sg bestimmen. 

Wie an früherer Stelle (Satz in § 191) gezeigt wurde, wer- 
den die beiden Kurven K^ und C^ im allgemeinen ein gemein- 
schaftliches Polardreieck Z^Z^Zj besitzen, welches gleichzeitig 
das Diagonaldreieek des von den vier gemeinsamen Punkten 
m, n, 0, p beider Kurven gebildeten vollständigen Viereckes re- 
präsentiert. 

Die Punkte Zj, Zg und Zg sind mithin die unendlich fernen 
Punkte dreier Geraden, welche gleichzeitig konjugierte Durch- 
messer der Fläche F^ und der Kugel S^ darstellen, d.h. dreier 
konjugierten Durchmesser der Fläche Fg, welche paarweise auf- 
einander senkrecht stehen. 

Besagte Durchmesser pflegt mau die „Achsen" der Fläche 
zweiten Grades, und die durch dieselben paarweise bestimmten 
Ebenen die „ Achsenebenen" ^ die „Hatiptebenen" oder „Symmetrie- 
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ebenen" der Fläclie zweiten Grades zu nennen. Als Symmetrie- 
ebenen werden dieselben deshalb bezeiclinet, weil jede von ihnen 
die zu Jlir konjugierten, d. h. zur dritten Achse parallelen, also 
auf der betreffenden Hauptebene senkrechten Sehnen halbiert. 

Wie eingangs bemerkt wurde, gilt das Gesagte nicht nur für 
Flächen zweiten Grades im allgemeinen, sondern auch für Kegel- 
flächen zweiten Grades. 

Nachdem der Kugelkreis K|, stets imaginär ist, so sind 
offenbar auch die vier Punkte m, n, o, p, welche den beiden Kur- 
ven C^ und Ki, gemein sind, immer imaginär. Von den sechs 
Seiten des vollständigen Viereckes können daher nur zwei gegen- 
über liegende (beispielsweise die Seiten mn und op) reell sehi, 
während die übrigen notwendig imaginär sein müssen. Denn die 
Voraussetzung ihrer Realität würde auch die Realität ihrer Schnitt- 
punkte mit den Seiten mn und op, d. i. die der vorgenannten 
vier Punkte zur Folge haben. 

Die beiden reellen Seiten mn und op ergeben den selbst- 
verständlich reellen unendlich fernen Punkt Z^ der einen Achse. 
Die übrigen beiden Punkte Z^ und Z3 sind, trotzdem sie Schnitt- 
punkte imaginärer Geradenpaare mo und np, beziehungsweise mp 
und no repräsentieren, ebenfalls reell, wie der folgenden Über- 
legung entnommen werden kann. 

Nachdem durch Z^ eine reelle Achse der Fläche F^ bestimmt 
ist, wird die ihr konjugierte Durchmesser ebene als senkrecht zu 
dieser Achse, eine reelle unendlich ferne Gerade besitzen, 
welche offenbar keine andere sein kann, als die Polare des Punk- 
tes Z^ in hezug auf die beiden Kurven C^ und K^, d. i. die Ge- 
rade Z2Z3. Dass in dieser Geraden auch die Punkte Z^ und Zg 
selbst reell sind, folgt daraus, dass die Durcbmesserinvolu- 
tion in der genannten Aehsenebene (d, i. in jener, welche die 
unendlich ferne Gerade ZgZg enthält) sowie jede andere Involu- 
tion notwendig ein reelles Paar konjugierter und gleich- 
zeitig rechtwinkliger Strahlen (Durchmesser) besitzt. 

Von Interesse ist auch die Bedeutung der beiden reellen Ge- 
raden mn und op. 

Die vorbezeichneten Punkte m und n sind einerseits (als 
Punkte von K|, und nach Satz in § 304) die Kreiapunkte jener 
Ebenen, welche durch die unendlich ferne Gerade mn gehen, an- 
derseits aber auch Punkte der Fläche F^. Hieraus folgt unmittel- 
bar, dass diese Ebenen die Fläche F„ in Kreisen schneiden. 
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Dasselbe gilt von den Ebeueu, welche durch die unendlich ferne 
Gerade op geführt werden. Da die beiden Geraden mn und op 
durch Z^ gehen, so ist einleuchtend, dass die durch sie bestimm- 
ten Parallelbiischel von Kreisschuittsebeneu 7,n der Achse 
MZ^ parallel sind. 

Nachdem ferner die beiden Geraden ZjZg mid ZjZs, das heisst, 
die unendlich fernen Geraden der beiden dnrch die Achse 
MZj gehenden Hauptebenen durch die Geraden mn und op 
harmonisch getrenrjt werden, und da weiter diese beiden Haupt- 
ebenen aufeinander senkrecht stehen, so ist leicht an erkennen 
(Satz, § 161), dass die Ebenen beider Ereissehnittsscharen 
sowohl gegen die eine, als auch gegen die andere dieser Haupt- 
ebenen gleich geneigt sind. Man hat daher den Satz: 

„Jede Fläche zweiten Grades besitzt im, allgememen drei Achsen 
und drei Saupt- oder Symmetrie^ienen. Die Achsen sind drei kon- 
jugierte und gleichseitig paarweise aufmiander senkrecht stehende 
Durchmesser der Fläche. Die drei Hauptebenen, welche durch diese 
Achsen paarweise bestimmt sind, stehen ebenfalls paarweise senk- 
recht aufeinander." 

„Ferner gibt es zwei Ebenenbüschel, deren Ebenen die Fläche 
sweiten Grades in Kreisen schneiden. Diese Kreisschnittsehenen sind 
parallel zu der einen Achse der Fläche, und je zwei von ihnen, 
welche nicht demselben Büschel angehören, scMiessen mit den beiden 
durch die genannte Achse gehenden HauptebeneH gleiche Winkel ein." 

§ 306. 

Die in den Achsenebenen einer Mäche Fj zweiten Grades 
liegenden Diametralschnitte werden die „Hauptschnitte" der 
Fläche genannt. Zwei Achsen der Flache F^ sind (Satz 1, 
§ 296) gleichzeitig auch die Achsen des in der Ebene der 
letzteren liegenden Hanptschnittes. 

Die drei Achsen der Flachen Fj besitzen im allgemeinen 
ungleiche Längen; man bezeichnet daher diese Flächen als „drei- 
achsige Flächen sweiten Grades". 

Die Hauptschnitte können Ellipsen, Hyperbeln und 
Parabeln sein, woraus sich folgende Einteilung der Flächen 
ergibt : 

a) „das dreiachsige Ellipsoid"; dasselbe besitzt drei un- 
gleiche reelle Achsen AB, CD, EF [Fig. 215, Taf. XIV], welche 
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paarweise {AB und CD; AB und EF; CD und EF) die drei Haupt- 
eliipsen H^, Hg, H, bestimmen. 

Eine beliebige zu einer der Hauptebonen, beispielsweise zu 
CD, EF, parallele Ebene e sehneidet die beiden Hanptellipaen Hj 
nnd H3 in zwei Sehnen cd und el, welche die Achsen der 
Sehnittellipac K der Fläche Fg mit der Ebene e vorstellen. Der- 
artige zu Hg ähnlieh liegende Ellipsen kann man allenfalls 
als die ,,Eraeugenden" des Ellipsoides betrachten. 

b) „Das dreiachsige einmantelige Hyperboloid." Dasselbe be- 
sitzt drei ungleiche Achsen AB, CD, EF [Fig. 216, Taf. XIV], 
von welchen die eine, AB, ideell, die beiden anderen, CD und EF 
hingegen reell sind, oder mit anderen Worten: zwei der Haupt- 
schuitte sind Hyperbeln Hj und H^, welche die Achsö AB als 
gemeinschaftliche ideelle Achse, und beziehungsweise CD 
nnd EF als reelle (Brennpunkts-) Achsen besitzen. Der dritte 
Hauptsehnitt ist die durch die Achsen CD nnd EF bestimmte 
Ellipse H3, welche man die „Kehhlbp'^e" des Hyperboloides an 
nennen pflegt. 

Eine beliebige zu CDEF parallele Ebene e schneidet wieder 
die beiden Haupthyperbelu H^ nnd Hg in zwei Sehnen cd und ef, 
welche gleichzeitig die Achsen jener EUipse K sind, in welcher 
die Fläche F^ you der Ebene e geschnitten wird. 

c) „Bas dreiaehsige zweimanfdige Hyperboloid." Diese Fläche 
besitzt drei ungleiche Achsen AB, CO, EF [Fig. 217, Taf. XV], 
wovon die eine AB reell, die beiden anderen ideell sind, d. h. 
zwei der Hauptschnitte H^ und Hg sind Hyperbeln, welchen 
die reelle Achse AB und beziehungsweise die ideellen Achsen CD 
und EF zukommen. 

Der dritte Hauptschnitt, welcher durch die ideellen Achsen 
CD und EF bestimmt ist, repräsentiert eine imaginäre Ellipse. 
Die zu CDEF parallelen ebenen Schnitte K = (c[f, et) . , . sind, 
wie in den früheren zwei Fällen, Ellipsen. 

d) „Das dreinchsige elliptische Paraboloid." 

Ans vorhergegangenen Betrachtungen (§ 302) ist bekannt, 
dass der Mittelpunkt eines Paraboloides in unendlicher Ent- 
fernung liegt, mithin alle Durchmesser untereinander parallel 
sind. Das Paraboloid besitzt daher nur eine im Endlichen 
hegende, zu den genannten Durchmessern parallele Achse, und 
zwei durch diese Achse gehende, im Endlichen liegende Haupt- 
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ebenen, während die beiden übrigen Achsen mid die dritte Haupt- 
ebene im Unendlichen liegen. 

Nachdem (§ 302) jede durch einen Durchmesser (beziehungs- 
weise durch die Achse) eines Paraboloides gehende Ebene die Fläche 
in einer Parabel schneidet, so kann das Paraboloid folgender- 
masaen dargestellt gedacht werden. 

Die ira Endliehen liegende Achse sei AZ [Fig. 218, Tat. XV] 
und A der Endpunkt derselben, welcher den „Scheitel" des Para- 
boloides bildet. Die beiden aufeinander senkrecht stehen- 
den, durch AZ gehenden Hauptebeneu enthalten als Haupt- 
schnitte des Paraboloides zwei Parabeln H, und H^, welche 
den gemeinschaftlichen Scheitel A besitzen. Hierdurch ist das 
Paraboloid vollständig bestimmt. Dasselbe kann durch Ellipsen 
K = (cd, ef) , . ., deren Ebenen zur Achse AZ senkrecht stehen, 
erzengt werden. 

e) „Das dreiachsige hyperbolische Paraboloid" unterscheidet 
sich vom elliptischen Paraboloid dadurch, dass die beiden Hanptr 
parabeln H^ und H^ [Fig. 219, Taf. XV] sich zu verschiedenen 
Seiten ihres gemeinschaftliehen Scheitels A erstrecken. Die 
zur Achse AZ senkrechten Schnitte K . . . sind diesfalls ausschliess- 
lich Hyperbeln, 

f) „Der dreiachsige Kegel zweiten Grades." Ein Kegel zwei- 
ten Grades hat im allgemeinen ebenfalls drei Achsen (§ 278) 
und wird von jenen Ebenen, die zu der einen Achse senkrecht sind, 
in Ellipsen, von den Ebenen hingegen, die zur zweiten und 
dritten Achse normal sind, in Hyperbeln geschnitteu. 

Einen solchen Kegel kann man daher stets in der Weise dar- 
stellen, dass nian als Leitkurve desselben eine beliebige Kurve 
zweiten Grades wählt, durch den Mittelpunkt derselben, senkrecht 
zu ihrer Ebene eine Gerade (die eine Kegelachse) zieht und auf 
dieser den Scheitel des Kegels wilJkürüch annimmt. 



§ 307. 

Die unendlich ferne Kurve C^ einer Fläche zweiten Gra- 
des und der unendlich ferne Kagelkreis K^, (in Fig. 220, 
Taf. XV sind, zur Erleichterung der Vorstellung, wieder beide 
Kurven reell dargestellt) können auch eine besondere Lage 
gegeneinander besitzen, sie können sich also beispielsweise in zwei 
Paukten Dl und n berühren. 
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Der Sclinifctpunbt Z^ der gemein seh aftliclieii Tangeuteii beider 
Kurven in m resp. n ist sodann (§ 191) ein gemeinschaftlicher 
Pol, und die Gerade mn selbst ist die ihm entsprechende gemein- 
schaftliche Polare, d.h. Zj ist der unendlich ferne Punkt 
einer Achse der Fläche, und mn ist die unendlich ferne G-e- 
rade der dieser Äehse konjugierten, also zu derselben senk- 
recht stehenden Achsenebene. 

Mit Zugrundelegung des § 191 ist femer bekannt, dass die 
beiden obbezeichneten Kurven auf der Geraden mn dieselbe Polar- 
involution besitzen, und dass irgend zwei konjugierte Punkte 
derselben, wie beispielsweise Z^ und Z3, mit Zj stete ein gemein- 
schaftliches Polardreieck beider Kurven bestimmen. Hieraus 
folgt, dass zwei derartige konjugierte Punkte Z^ und Zg immer 
die unendlich fernen Punkte zweier in der Hauptebene Mmn 
liegenden Achsen IVIZ^ und IVIZ3 der Fläche sind, diese letztere 
also in der genannten Hauptebene unendlich viele Äehsen- 
paare besitze. 

Berücksichtigt man ferner, dass m und n die „Kreispunkte" 
der Ebenen repräsentieren, welche durch die unendlich ferne Ge- 
rade mn gellen, also zur Hauptebene Mmn parallel laufen, so 
findet man im Gegensatze zu der in § 305 bewiesenen Eigenschaft, 
dass im vorliegenden Falle die Fläche zweiten Grades nur von 
einem Parallelebenenbüschel, und zwar von jenem, dessen 
Ebenen zur Hauptebeue Mmn parallel, zur Achse MZ, mithin senk- 
recht sind, in Kreisen geschnitten wird. Der in der genann- 
ten Hauptebeue liegende Hauptschnitt ist dann selbst gleich- 
falls ein Kreis. 

Eine weitere Folge hiervon ist, dass alle Diametralschnitte, 
welche durch die Achse MZi geführt werden, untereinander kon- 
gruent sind; denn einerseits haben sie sämtlich die Endpunkte 
dieser Achse gemein, und andereeits sind ihre zweiten Achsen als 
Durchmesser des in der Ebene Mmn liegenden Haupikreises ein- 
ander gleich. 

Diese Flächen können somit durch die Umdrehung einer 
Kurve zweiten Grades um eine ihrei Achsen eizeugt werden; 
besagte Flächen sind also: „ümdrehunqs- oder Sotationsfnchen 
zweiten Grades". 

Man unterscheidet demgemäss folgende Formen 

a) Das „Mfoliale ElUpsoid", erzeugt durch Umdrehung einer 
Ellipse um ihre Brennpnnktsachse; 



y Google 



— 404 — 

b) das „Sphäroid" entstanden durch Eotation einer Ellipse 
um ihre Nebenachse; 

c) das „einmantelige Eotationshi/perholoid" durch TJmdrelinng 
einer Hyperbel nm ihre ideelle Achse; 

d) das „zweimantelige Botattonshyperholoid" durch Rotation 
einer Hyperbel um ihre reelle Achse. 

e) das „Boiaüonsparaboloid" durch Umdrehung einer Para- 
bel um ihre Achse, und 

f) den „Eotationsitegel" oder den „geraden Kreiskegel", wel- 
cher durch Umdrehung einer Geraden um eine zweite die erstere 
schneidende Gerade entÄteht. Rind die beiden Geraden parallel, 
so entsteht der „Eofationscylinder". 

Bndlich kann man auch eine Kugel auf unendlich viele 
Arten durch Rotation eines Kreise'« um einen seiner Durchmesser 
erzeugt denken. 

§ 308. 

Zwei Flächen zweiten Grades F^ und F', schneiden sich im 
allgemeinen in einer Eaumkurve vierter Ordnung, d. i. in 
einer Kurve, welche von einer beliebigen Ebene E in vier (reellen 
oder imaginären) Punkten geschnitten wird. Besagte Ebene E 
schneidet nämlich die Flächen Fg und F'^ in zwei Kurven C^ und C'j 
zweiten Grades, welche (Satz in § 191) vier (reelle oder imagi- 
näre) Punkte gemein haben. Diese vier Punkte (sonst aber 
keine) sind offenbar auch der Ebene E und der Schnittkurve der 
beiden Flächen F^ uud Fj gemeinschaftlich. 

Die Schnittkurve vierter Ordnung zweier Flächen zwei- 
ten Gra^ies kann aber auch in Kurven niederer Ordnung zer- 
fallen, und zwar entweder in eine Gerade und eine Raumkiirve 
dritter Ordnung, oder in zwei Kurven zweiter Ordnung, 
und es ist klar, daas die Anzahl der Schnittpunkte zweier 
solcher Teilkurven mit einer beliebigen Ebene ebenfalls 
gleich vier sein muss, 

Dass ein solches Zerfallen der Schnittkurve stattfinden 
kann, entnehmen wir unmittelbar auch dem in § 299 erstange- 
fuhrteu Satze. 

Hier sei ganz allgemein die Bedingung festgestellt, unter 
welcher die Schnittkurve zweier Flächen zweiten Grades in 
zwei Kurven zweiten Grades zerfällt. 
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Diese Bedingung besteht, wie leicht einzusehen, darin, dass 
sich die beiden Flächen F^ und F, in zwei veraehiedenen Punkten 
a und b berühren, dass sie also in a resp. b gemeinschaftliche 
Tangentialebenen T» resp. Tt besitzen. 

Denken wir uns zu diesem Zwecke irgend zwei Punkte c 
nnd d, welche den beiden Flächen F, und F!, gleichzeitig ange- 
hören mit der Geraden ab jedoch nicht in einer und derselben 
Ebene liegen, bestimmt. 

Legt man durch a, b und c eine Ebene E, welche die beiden 
Tangentialebenen Tg und Th beziehungsweise in den Geraden U 
nnd tb schneidet, so findet man, dass die letzteren (§ 263) die 
beiden Kurven, in welchen F^ und F^ von E geschnitten werden, 
in a beziehungsweise b berühren müssen. Nachdem aber die be- 
zeichneten Kurven auch den Punkt C gemein haben, so folgt 
(Satz in § 127, aliuea c), dass sie insbesondere zusammenfallen 
müssen, oder mit anderen Worten, dass die beiden Flächen Fg 
und F'g eine durch a, b, C gehende Kurve zweiten Grades ge- 
mein haben. In gleicher Weise findet man bei Benützung des 
«weiten gemeinschaftlichen Punktes d, dass die beiden Flächen 
Fy und f[ noch eine zweite, durch die Punkte a, b und d gehende 
Kurve zweiten Grades gemein haben. 

Nachdem diese beiden gemeinschaftlichen Kurven beider 
Flächen zusammengenommen bereits einen Ort vierter Ordnung 
vorstellen, so ist einleuchtend, dass sie gleichzeitig auch den Ge- 
saratschnitt dieser Flächen repräsentieren, und man hat mithin 
den Satz: 

„ Berühren sich zwei Mächen zweüeti Grades in zwei Punkten, 
so zeffiUU die Schmükuroe dieser Flächen in ewei durch die bei- 
den genannten Punkte gehenden Kurven sweitm Grades." 
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XV". Kapitel. 

Darstellung der Kegel und Cylinder zweiten 
Gradea, ihrer ebenen Schnitte, Tangential- 
ebenen u. e. w. in centraler Projektion. 

§ 309. 

99. Aufgabe: Es ist ein Kegel zweiten Grades darzustellen, 
dessen leitkuiTC in einer gegen die Bildebene geneigten 
Ebeiie durch zwei koiyugierte Diirelunesser Ihres Bildes, 
imd dessen Scheitel auf einem Träger gegeben Ist; femer 
sollen die Schnittpunkte des Kegels mit einer gegebenen 
Geraden konstruiert werden. 

Die Ebeae der Leitkurve K sei L,U [Fig. 221, Taf. SV]. 
Das Bild K der besagteil Kurve ist eine Kurve zweiten Grades, 
von welcher die beiden konjugierten Durchmeaser ab und cd ge- 
geben sind. Mittels der letzteren ist bekanntlich die Kurve selbst 
leicht zu verzeichnen. Ferner ist der Kegelscheitel durch seine 
Centralprojektion S auf dem Träger §9 gegeben. 

Jede Gerade, welche S mit einem Punkte der Kurve K ver- 
bindet, ist das Bild einer Kegelerzeugenden. Die äussersten Bil- 
der der letzteren sind die von S aus an K geführten Tangenten 
St und St', da die Bilder aller anderen Kegelerzeugenden in dem 
einen der beiden Winkelräume tSt' liegen. Die Geraden St und 
St repräsentieren mithin, in Verbindung mit dem einen Teile tct' 
der Kurve K (ähnlich wie in § 264 bei einer Pyramide), die 
„Kontur" des Kegels. 

Hierbei ist gleichzeitig einleuchtend, daas die Geraden St 
und St' die Bildflächtracen der durch das ProjeMionseentram 
gellenden Tangentialebenen des Kegeis darstellen. Denn die be- 
sagten Ebenen gehen einerseits durcli den Kegelseheitel S, und 
enthalten anderseits jene Tangenten der Leitkurve K, deren Cen- 
tralprojektionen mit den Geraden St und St' zusammenfallen. 

Die Kontur Siact'S des Kegels ist die Projektion jener Linien- 
kombination desselben, durch welche der letztere gleichsam in zwei 
Teile zerlegt wird, wovon der eine clem Projektion sc entrum näher 
als der andere liegt, also für ein im Projektionsc entrum gedachtes 
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Auge sichtbar erscheint. (Siehe § 246.) Im vorliegenden Falle 
kann man bezüglich der „Sichtbarkeit" and des „Uedeckt- 
seins" leicht entscheiden. Der Teil tdbi' der Kurve K liegt 
(§§ 10 und 11) weiter hinter der Bildebene als der Teil tact', 
der Kegelscheitel S jedocli vor der Bildebene. Infolgedessen ist 
offenbar der Teil Stdbt'S des Kegels gedeckt. 

Um die Schnittpunkte des Kegels mit der gegebenen 
Ger-aden dv zu finden, legen wir auf Grund der an früherer 
Stelle (§ 266) aufgestellten Prinzipien durch die genannte Gerade 
g^ und durch den Scheitel S des Kegels eine Hilfsebene H,Hi), 
welche die Ebene L,Lb der Leitkurve K in der Geraden 8 = d'v' 
schneidet. Die besagte Hilfsebene trifft den Kegel in jenen Er- 
zeugenden, welche durch die Schnittpunkte p und q von s und K 
gehen. 

Die bezeichneten Schnittpunkte können, wenn K nicht selbst 
gezeichnet vorliegen würde, gefunden werden, indem man K in 
den über ab als Durchmesser beacbriebenen Kreis K^ affin ver- 
wandelt. Hierbei entspricht dem Durehmesser cd der Kurve K 
affin der zu ab senkrechte Kreisdurchmesser Cod^, so dass man ju 
CC„ die Richtung der Affinitätsstrahlen erhält. Die Gerade 
s schneidet die Affinitätsachse ab in A und die Gerade cd 
in z. Leitet mau aus z den affin entsprechenden Punkt z^ in 
C^dd mittels ZZ|, (parallel zu CCo) ab, so erhält man die entspre- 
chende Gerade 8o = Z(|A. Die Punkte po und q^, in welchen Sq 
den Kreis Kq trifft, liefern, mittels der Affinitätsstrahlen zurück- 
projiaiert, die Schnittpunkte p und q von K und S. Die in der 
vorgenanuten Ililfsebene H,Hb liegenden Kegel erzeugenden Sp und 
Sq treffen endlich die gegebene Gerade dv in den gesuchten 
Schnittpunkten P und Q. 

§ 310. 
100. Aufgabe: An einen Rotationsicegel, dessen Leitkreis in 
einer Ebene UU [Fig. 222, Taf. XV] gegeben Ist, und dessen 
Höhe (Entfernung des Kegelsehcitels vom Mittelpuiiltte des 
Lcitkrelses) In wahrer Grosse bekannt ist, sollen durch 
einen gegebenen Punkt p Tangentialebenen gelegt, und 
deren Berührerzeugenden konstruiert werden. 

Der Leitkreis K des Umdrehungskegels sei, um die Bildflach- 
trace L,, seiner Ebene UL, [Fig. 222, Taf. XV] umgelegt, in K^ 



yGoosle 



-- 408 — 

dargestellt. Bestimmt man auf bereits bekaimte Weise die Ceii- 
tralprojektion o des Mittelpunktes % von K^, und konstruiert die 
durcli gehende Normale OVs zur Ebene L,,Lb, so repräsentiert 
dieselbe die Achse des Kegels, Auf der letzteren ist nun der 
Kegelecheitel S so zu bestimmen, dass die wahre Grösse von So 
der gegebenen Höhe h des Kegels gleich wird. Hierzu kann am 
einfachsten der Teilpunkt T der Geraden oVs in der Hilfsebene 
hvhb (wohei die Strecke o^Si der gegebenen Höhe h gleich ist) 
benutzt werden. 

Die durch den Punkt p an die Kegelfläehe zu führenden 
Tangentialebenen geben selbstverständlich auch durch den Kegel- 
scheitel S, enthalten mithin die Gerade Sp. Bestimmt mau (mit 
Hilfe einer durch SVs und Sp gelegten Hilfsebene H,Hb) den 
Schnittpunkt iz von Sp mit der Ebene UL|,, so ergeben sich (wie 
ans § 268 bekannt) sofort die Schnittgeraden der Ebene L„ Lt, mit 
den zu bestimmenden Tangentialebenen als die. durch x gehenden 
Tangenten des Leitkreises. Wird demnach r. um Lb nach tz^ 
umgelegt, von tc,, an Kß eine Tangeute tj gezogen, und diese 
Tangente, sowohl als auch ihr Berührungspunkt a^ beziehungs- 
weise nach t;^ = d,Vj und a zurückgeführt, so wird die durch tj 
und S gelegte Ebene BJßfl die eine der beiden gesuchten Tan- 
gentialebenen und Sa ihre Berührerzeugende vorstellen. 
Die zweite Tangentialebene wird erhalten, indem man von der 
zweiten durch tz^ gehenden Tangente des Kreises Kq Gebrauch macht. 

§311. 

lOl. Aufgabe: An einen ßotationscylliider sind paraHel zu 

einer gegebenen Geraden die möglichen Tangentialebenen 

zu legen und Ihre Bei-ührangserzengenden zu ermitteln. 

Ferner sind die Konturerzengenden des CyKnders auf 

direktem Wege zu konstruieren. 

Als Leitkurve des Rotations cy lind er s betrachten wir einen in ■ 
der Ebene UU [Kg. 223, Taf. SV] liegenden Kreis K, welcher, 
um Lb umgelegt, in K^ dargestellt erscheint. Die Cylind ererzeu- 
genden seien zur Ebene LvLb senkrecht, ihre Bilder konvergieren 
daher in dem der Ebene LyLb entsprechenden Normalenflueht- 
punkte Vs- 

Da die zu bestimmenden Tangentialebenen zur Geraden 
dv parallel sein sollen, und nebstbei den unendlich fernen 
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Scheitel Vb des Cy lindere enthalten müssen, so kann ihre Flncht- 
trate Sy nur die Verhindungsgerade der bezüglichen Fluchtpunkte 
V und Va sein. 

Die bezeichneten Tangentialebenen werden ferner die Ebene 
LvLb in Geraden sehneiden, deren B^lachtpunkt der Schnitt v' der 
beiden Fluchttraeen U und B, ist, und welche (nach § 267) not- 
wendig den Kreis K berühren werden. 

In der Umlegung erscheinen diese Schnittgeraden mithin 
als die zum Fluclitsfcrahle CgV' parallelen Tangenten tj und i^ 
des Kreises K,,. Bestimmt man hieraus deren Centraiprojektionen 
tj = v' dj nnd tg = v' dg , sowie die Bilder pj und p^ der Berührungs- 
punkte, so werden die dnreh tj und t^ parallel zu Bv gelegten 
Ebenen ß,BÄ und B,ßü die gesuchten Berührehenen, und die 
Geraden Vspj = g^ und VgPgt= g^ die Bilder ihrer Beriih- 
rungserzeugenden repräsentieren. 

Die Konturerzeugendeu des Cyliuders sind jene Geraden, 
welche das Bild K der Leitknrve berühren, also jene Tangenten 
von K, welche gleichzeitig durch Vs gehen. 

Um die besagten Erzeugenden an konstruieren, haben wir 
bloss Vg als die Centralprojektion eines der Ebene LyLb angehören- 
den Punktes a zu betrachten, diesen Punkt um L), nach a^ um- 
zulegen, und YOn öq aus an Kq die Tangenten t° = a^hj und 
tJ = SflSä zu ziehen. Die Centralprojektionen Tj = (jSj und 
Tg^oSg derselben gehen durch u oder V5, berühren das Bild K 
der Leitkurve, repräsentieren mithin die Konturerzeugenden 
des Cyliuders. 

In gleicher Weise kijnnen auch die Konturerzeugenden eines 
Kegels gefunden werden. Da nämlich auch in diesem Falle die 
Konturerzeugenden jene Geraden sind, welche vom Bilde S des 
Kegelseheitels berührend an das Bild K der Leitkui-ve geführt 
werden können (§ 309), so wird man, falls K in der Umlegung 
als Kreis erscheint, am einfachsten wieder S als das Bild eines 
in der Ebene des Kreises K liegenden Punktes betrachten und 
weiter dann so, wie beim Cylinder, verfahren. 
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§312. 

102. Aufgabe: Es ist eine Ebene so zu wählen, das» sie einen 

Kegel zweiten Grades In einer Ellipse schneidet; zwei kon- 

jug'ierte Durchmesser des Bildes dieser Ellipse sind direkt 

zu konstruiei*en. 

Der Kegel sei durch seine Leitkurve K in der Ebene L,Li, 
[Fig. 224, Taf. XV], (wobei wir allenfalls voraussetzen wollen, 
das8 das Bild dieser Leitkurve durcii die Achsen ab und cd be- 
stimmt sei) und durch das Bild S des Scheitels auf dem Träger 
Btp gegeben. 

Die schneidende Ebene EyEb soll, wie gefordert wird, so ge- 
wählt werden, dass die Schuitfckurve eine Ellipse werde. Die 
besagte Ebene darf mithin (§ 269) zu keiner Kegelerzeugenden 
parallel sein, oder was dasselbe bedeutet, eine zur schneidenden 
Ebene durch den Kegelscheitel parallel gelegte Ebene darf mit 
dem Kegel keine reellen Erzeugenden, und folglich ihre Schnitt- 
gerade mit der Ebene L,Li, mit der Leitkurve K keine reellen 
Punkte gemein haben. 

Wenn wir daher durcli eine Gerade d'v der Ebene LvLb, 
welche die Leitkurve K nicht reell schneidet, und durch den 
Kegelscheitel S eine Ebene EvEi legen, und hierauf zu dieser eine 
beliebige Ebene E„Eb parallel fähren, so wird diese den vorge- 
nannten Bedingungen genügen, also die Kegelfiäche tbataächlich 
in einer Ellipse schneiden. 

Das Bild dieser Ellipse und das Bild der Leitkurve werden 
(Satz 1 in § 266) kollinear sein, wobei das Bild S des Schei- 
tels das Kollineationscentrum und das Bild A = vd der 
fon EyEb und L„Lii die Kollineationsachse re- 



Hierauf gestützt, kann man leicht zwei konjugierte Durch- 
messer des Bildes der Schnitt-Ellipse finden. 

Führen wir zunächst an die Kurve K, worunter wir das durch 
die Achsen ab, cd gegebene Bild der Leitkurve verstehen, zwei 
zu A^vd parallele Tangenten. Zu diesem Zwecke verwandeln 
wir K durch Affinität in den über ab beschriebenen Kreis K,,, 
wobei gleichzeitig die Gerade A in Aq übergeht.. Die zu Aq pa- 
rallelen Tangenten t'„ und t" geben, affin zurücktransformiert, die 
zu A parallelen Tangenten t' und t" der Kurve K; ihre Beruh- 
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rungspunkte m und n smd jene, welche den Berührungspunkten 
nip und Hfl von i\ und t" mit dem Kreise K,, affin entsprechen. 

Legen wir durch die Eegelerzeugende Sn irgend eine Hilfs- 
ehene h,hb, so kann mittels derselben auf bekannte Weise der 
Schnittpunkt dieser Erzeugenden mit der Ebene E,Ei, gefunden 
werden. Das Bild N dieses Punktes gehört dem gesuchten Bilde 
der Schnittkurve des ETegels an und repräsentiert jenen Punkt, 
welcher dem Punkte n kollinear entspricht. Auf Grund dieser 
Vorbereitung können nunmehr durch kollineare Konstruktionen 
leicht zwei konjugierte Durchmesser des Bildes der Schnittkurve 
ermittelt werden. 

Die Gerade inn trifft die Kollineationsachse A in dem Punkte 
et; es ist mithin aN die ihr entsprechende Gerade, auf welcher 
der Kollineatiousstrahl Sm den dem Punkte m entsprechenden 
Punkt M liefert. 

Den zu der Kollineationsachse A parallelen Tangenten t' und 
i" der Kurve K in m und n entsprechen zwei durch M beziehungs- 
weise N gehende, gleichfalls zu A parallele Geraden (nicht ge- 
zeichnet), welche nichts anderes als die bezüglichen Tangenten 
des Bildes S der Schnittkurve in M resp. N vorstellen. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass M^ ein Durchmesser von 
S ist. Halbieren wir nun MN in und ziehen wir durch die 
Gerade YY parallel zu A:=vd, so ergibt sich der mit MN kon- 
jugierte Durchmesser von S. 

Dem Punkte entspricht auf mn der Punkt 0, und der Ge- 
raden Y die durch o parallel zu A geführte Gerade y. Letztere 
trifft die Kurve K in den Punkten p und q (mittels der bereits 
früher angewandten affinen Beziehung von K und Kq konstruiert), 
welchen beziehungsweise die Endpunkte P und Q des Durchmessers 
Y kollinear enteprechen. 

§ 313. 

103, Aufgabe: Ein Kegel zweiten Orades ist durch eine Ehen« 

nath einer Hyperbel zu schneiden, imA sind die Asymptoten 

sowie die reelle Achse der letzt«i'cn centralprojolttlviscli 

darzustellen. 

Als Leitkurve für den Kegel wählen wir den in der Bild- 
ebene liegenden Kreis K [Fig. 225, Taf. SV], während der Kegel- 
scheitel S auf dem Träger §9 gegeben sei. 
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Zunäclist legen wir durch deu Kegelsct eitel S eine beliebige 
Ebene EyBb so, dass sie mit dem Kegel zwei reelle Erzeugen- 
den aS und bS (ihre ßildflächtrace e^ mithin zwei reelle Punkte 
a und b mit der Leitkurve K) gemein hat. 

Irgend eine zu dieser Ebene E^^b parallele Ebene EyEb wird 
sodann der gestellten Bedingung genügen, den Kegel (§ 269) also 
in einer Hyperbel schneiden. Die Asymptoten der letzteren wer- 
den zu den Erzeugenden aS und bS parallel sein und sich als 
Schnitte der Ebene EvEi, mit den Tangentialebenen des Kegels 
längs der Erzeugenden aS und bS ergeben. 

Da die Bildfläch tracen dieser Tangentialebenen die Tangenten 
t^ und tj der Leitkurve K in a und b sind, so erhält man die 
Durehstosspunkte 5^^ und S ,, der genannten Asymptoten im Schnitte 
von Eb mit i^ und t ,; nachdem femer die Fluchtpunkte v^ und 
Vo der Erzeugenden aS und bS in E, bekannt sind, so findet man 
die Asymptoten der Schnitthyperbel centralprojektiviscli in 
a^^S^^v^ und Ö2^5^v„ dargestellt. 

Die besagten Asymptoten a^ und a^ schneiden sich in dem 
Mittelpunkte der Hyperbel, welcber offenbar gleichzeitig 
den Schnittpunkt der Ebene E, Eb mit jenem Kegeldurchmesser 
repräsentiert, welcher durch den, den Tangenten t^^ und t, ge- 
meinschaftlichen Punkt [). geht. 

Ermittelt man (durcb Umlegung der Parallelstrahlen der 
Asymptoten) die eine Winkelhalbierende OVi der Asymptoten, so 
stellt dieselbe die reelle Aelise der Hyperbel vor. Die End- 
punkte derselben, d. h. die Scheitel der Hyperbel, werden sich 
als ihre Schnittpunkte mit dem Kegel folgend erm aasen er- 
geben. Der Durchstosspunkt i der Geraden VxO liegt in Eb. Die 
Gerade Hb^^Ä^^ repräsentiert mithin die Bildflächtrace der durch 
Ov, nud den Kegeldurchmesser SO[j. gehenden Ebene. Da Hb die 
Leitkurve K in A^ und Bq trifft, so sind A^S und B|,S die beiden 
Erzeugenden, in welchen die geuannte Hilfsebeue H den Kegel 
schneidet, und daher die Seiuittpunkte A und B von Ovx mit AqS 
und ByS die gesuchten Achsenendpunkte. 

Die Centralprojektion der Schnitthyperbel wird sich 
als jene Kurve zweiten Grades ergeben, welche durch A und B 
geht, und die beiden Geraden 08^ und OS^ beziehungsweise in v^ 
und V- berülirt. 
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§ 314. 

104. Aufgabe: Ein Kcg'fil zweiten Grades ist ilureli eine Ell)ene 

in einer Paraltel zu schneiden, und sind der Scheitel, die 

Achse und die Selieiteltangentc der letzteren eenti-alprojeh- 

tlTisch darzustelleu. 

Der Einfachlieit halber nehmen wir wieder an, dass die 
Leitkur¥e in der Bildebene liege, nnd wählen als solche, um 
nnwesentliche Hilfskonstruktionen zu vermeiden, einen Kreis K 
[Fig. 226, Taf. XVI]. Der Kegelscheitel S ist auf dem Träger 
8<p gegeben. 

Wir konstruieren vor allem eine beliebige Tangentialebene 
EjGb des Kegels. Nachdem die unendlich fenie Gerade dieser 
Ebene den Kegel in dem unendlich fernen Punkte v, der Berüh- 
ruHgserzeugenden S« tangiert, so wird jede zu dieser Tangential- 
ebene parallele Ebene EyEb den Kegel in einer Kurve schneiden, 
welche von der genannten unendlich fernen Geraden gleichfalls 
in Vx berührt wird, und demnach eine Parabel sein muss. 

Die Achse dieser Parabel wird notwendig zu der Beriihrer- 
zeugenden S^ parallel sein, ihr Fluchtpunkt wird demnach mit 
V, zusammenfallen. 

Nachdem ferner die Scheiteltaugente der Schnittpa- 
rabel zur Achse der letzteren senkrecht stehen muss, so wird der 
Fluchtpunkt v derselben offenbar der Schnittpunkt von Ev mit 
der dem Punkte V« entsprechenden Normalenfluchttrace S, 
sein müssen. Die Scheiteltangente der Parabel ist aber 
gleichKeitig eine Tangente des Kegels; dieselbe wird daher in 
der zu den in V verschwindenden Geraden parallelen Tangential- 
ebene des Kegels liegen. 

Zieht man die Gerade Sv, deren Durchstosspunkt d sich in 
Cb ergibt, und fuhrt man ferner durch d die zweite Tangente tj, 
an K, so repräsentiert dieselbe die Bildflächtraee der eben genann- 
ten Tangentialebene, wahrend der Schnitt VA = T der letzteren 
mit der Ebene E„Eb bereits die gesuchte Scheiteltangente der 
Parabel darstellt. 

Da ferner der Tangentialebene t|,i, die Berülirerzeu- 
geude S; entspricht, wird der Schnittpunkt Z der letzteren mit 
der Scheiteltangeute T den Parahelscheitel, und endlich die 
Gerade ZVx die Achse der Parabel darstellen. 
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Die Kegel- und Cylinderflächen zweiten Grades finden auch 
eine setr häufige Verwendung bei der konstruktiven Lösung sol- 
cher Probleme, welche mit der Einschaltung resp. mit dem Anf- 
tragea gegebener Strecken oder gegebener Winkel im Zusammen- 
hange stellen. Um die diesbezüglickeii Methoden klar zu legen, 
mögen au dieser Stelle einige einschlägige Probleme durchgeführt 
werden. 

105. Aufgabe: Eine Strecke Ton gegeJbciicr Länge Ist parallel 
zu einer Jill)ene zivisehen zwei sich nicht selmeidende Ge- 
raden einzuschalten, d. h. so zu legen, öass ihre Endpunkte 
aai diesen Geraden liegen. 

Seien I, und 1^ [Fig. 227, Taf. XVI] die beiden gegebenen 
Geraden, E die gegebene Ebene, und r die Läage der parallel ku 
E zwischen 1^ und 1^ einzuschaltenden Strecke. 

Denken wir uns in der Ebene E einen Kreis K gezeichnet, 
dessen Mittelpunkt der Schnittpunkt ff von Ij mit E, und dessen 
Radius gleich r ist. Den Kreia K betrachten wir als die Leit- 
kiirve einer Cjlinderfläche, deren Erzeugenden zu der Geraden l^ 
parallel sind. Denken wir uns femer alle zur Ebene E parallelen 
Strecken von der Lange r, welche sich mit einem ihrer Endpunkte 
auf die Gerade 1^ stützen, konstruiert, so findet mau, dass die 
zweiten Endpunkte aller dieser Strecken auf der genannten Cy- 
linder fläche liegen. 

Ist nämlich beispielsweise s^a^ eine solche Strecke r, wobei 
Sj auf Ij liege, so wird dieselbe offenbar zu einem Radius r = aa^ 
des Kreises K parallel und diesem Radios selbst gleich sein. In- 
folgedessen ist selbstverständlich anch a^a^ parallel zu Ij, also 
eine Erzeugende des Cylinders; der Punkt a, liegt daher notwen- 
dig auf dem letzteren. 

Bestimmen wir ferner die Schnittpunkte der zweiten ge- 
gebenen Geraden Ig mit dem Cylinder, indem man durch 1^ eine 
zu Ij parallele Ebene legt, den Schnitt I' der letzteren mit der 
Ebene E ermittelt und durch die Punkte a^ und «2, in welchen 
l' den Leitkreis K trifft, die Cylind ererzeugen den zieht, so werden 
diese anf 1^ die gesuchten Schnittpunkte a^ und Bg bestimmen, 
und es ist einleuchtend, dass die besagten Punkte aj und a^ die 
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zweiten Endpunkte der beiden dem gestellten Probleme eutepre- 
chenden Strecken repräsentieren werden. 

Zieht man nämlich durch Bj die Parallele zn da,, so wird 
dieselbe die Gerade Ij in einem Punkte s, schneiden müssen, und 
es folgt aus dem Parallelogramme uCjS^aj, dass Siaj=:ffa^=p ist. 
Weiter ist S^a^ als parallel zu ffiCtj auch parallel zur Kbene E. 
Das Gleiche gilt von der durch a^ parallel zu aa^ gezogenen 
Strecke s^ag. 

Nachdem hiermit die Lösung der gestellten Aufgabe sieher- 
gestellt ist, unterliegt die centralprojektivische Durchfüh- 
rung keinerlei Schwierigkeit, 

Seien diesbezüglich in gleicher Bedeutung wie eben h^pro- 
chen, l,= d,Vi zu la^daV^ [Fig. 228, Taf. XVI] die beiden ge- 
gebenen Geraden, EvEb die gegebene Ebene. 

Vor allem ermitteln wir den Schnittpunkt a von E mit 
fj^d^Vi und bestimmen die Schnittgerade l' = (fi&^ von E mit 
der durch 1^ parallel zu t^ gelegten Hilfsebene hlhb. Nach ent- 
sprechender ümlegung um E|, erhält man Op und l'^. 

Der in der vorhergehenden Betrachtung [Pig. 227, Taf. SVI] 
mit K bezeichnete Leitkreis des Cylinders stellt sich nach der üm- 
legung um Eb als der aus dem Mittelpunkte s^, mit dem Radius 
r beschriebene Kreis K^ dar. Die Schnittpunkte aj und a° von 
l'o uud Kj, erscheinen, zurückgeführt, beziehungsweise in a^ und 
«2 dargestellt. 

Die bezüglichen durch a^ und Og gehenden Cylindererzeu- 
genden v^a^ nud v^o^ bestimmen auf I^ die Punkte Sj und a^, 
und nachdem der Kreisradias öa, seinen Fluchtpunkt <pj in E„ 
hat, so ist die eine der beiden der Aufgabe entsprechenden 
Strecken s^ a, durch die Verbindungsgerade aj tpj repräsentiert. 
In gleicher Weise findet man die Central projektion S^a^ der zwei- 
ten Strecke, indem mau a^, mit dem Fluchtpunkte (p^ des Kreis- 
radias 0% verbindet. 

§316. 
106. Aufgabe; Zwischen zwei sich nicht schnei^lendcn Ge- 
raden ist eine Strecke von gegehcncr Länge derart einzn- 
schalten, dass dieselhe gegen eine hestimmte Ebene unter 
einem gegebeneu Winkel geneigt ist 
Setzen wir voraus, fj und l^ [Fig. 229, Taf XVI] seien (in 
allgemeiner graphischer Darstellung) die beiden sich kreuzenden 
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Geraden und E die gegebene Ebene. Die einzuscli alt ende Strecke 
Leisae 1, und ihr Neigungswinkel gegen die Ebene E sei 9. 

Denken wir uns zunächst in der Geraden Ij einen Punkt s 
bestimmt, dessen Abstand von der Ebene E gleich os = ),sin(p 
ist, und aus dem Pusspunkte des von 8 auf die Ebene E ge- 
fällten Perpendikels OS in dieser Ebene E einen Kreis K mit dem 
Itadius \ cos 9 beschrieben. 

Betrachtet man s als den Seheitel und K als den Leitkreis 
eines Rotationskegels, so werden offenbar alle Erzeugenden Sä,, 
Sag ... des letzteren den Winkel 9 mit der Ebene E einscbhessen, 
während die durch den Scheitel s und durch den Kreis K be- 
grenzten Stücke dieser Erzeugenden die Länge X besitzen werden. 

Verschiebt man diesen Kegel in der Richtung der Geraden J^ 
parallel zu sieh selbst, so dass S die besagte Gerade Ij durchläuft, 
so wird hierbei der Kreis K einen Cjlinder erzeugen, dessen Er- 
zeugenden zur Geraden 1^ parallel sind. 

Es ist einleuchtend, dass jeder Punkt dieser Cyliu der fläche 
den einen Endpunkt einer gegen E unter dem Winkel cp geneig- 
ten Strecke X, deren zweiter Endpunkt auf Ij liegt, vorstellt. 
Weiter ist sofort zu entnehmen, inwiefern dieser Cylinder zur 
Lösung der gestellten Aufgabe dienen könne. Man hat nämlich 
die Schnittpunkte Hj und a^ der Geraden Ig mit dem besagten 
Cylinder zu bestimmen. Dieselben ergeben sich, wie bereits be- 
kannt, als die gemeinsamen Punkte der Geraden 1^ und jenen 
zwei Cjlinderer zeugenden a^Wj und a^c^, welche die durch 1^ 
parallel zu 1^ gelegte Hilfsebene enthält. 

Zieht man die Erzeugende sotj des Kegels (s, K) und parallel 
zu derselben durch a^ die Gerade s^a^, so wird die letztere die 
Gerade I, in einem Punkte Sj trefEen, und es folgt aus dem Pa- 
rallelogramme S^BjaiS unmittelbar, dass Sjai = Saj^=X ist. Aus 
der Parallelität von s^aj und sa^ ergibt sich femer, dass S^aj 
ebenso wie säj mit der Ebene E den Winkel 9 einscMiesst, und 
dass mithin S^aj eine Lage der der gestellten Aufgabe ent- 
sprechenden Strecke repräsentiert. Eine zweite Lage erhält 
man in S^a^ als die Parallele durch a^ zur Kegelerzeugenden SOj. 

Berücksichtigt man endlich, dass auf der Geraden Ij noch 
ein zweiter Punkt 8' existiere, dessen Abstand von E ebenfalls 
gleich X sin 9 ist, so wird man offenbar mit Hilfe dieses Punk- 
tes wieder zwei der Aufgabe entsprechende Strecken erhalten 
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Behufs centralprojektivischer Durchfühmng des ge- 
stellten Problemes nelimen wir an, es seien d^v^ nnd dgV^ [Fig. 230, 
Taf. SVI] die beiden gegebenen Geraden Ij und 1^ und E,Eb 
die gegebene Ebene, wahrend die zwischen 1^ nnd (^ einzuschal- 
tende Strecke X nnd ihr Neigungswinkel gegen die Ebene EyEi, 
cp heiagen naöge. 

Um in d^v^ = Ij den Punkt s zn finden, dessen Äljstand von 
E, Eb gleich ),sin9 ist, fiiliren wir durch d^Vj die zu E, Eh senk- 
rechte Hjlfsebene hyhb, bestimmen deren Schnitt g=::^q)'5' mit 
EyEb, und legen lj:^diVi und g = cp' 8' um hi, nach 1° resp. g^, 
in die Bildebene um. 

Schalten wir hierauf, wie vorher besprochen, zwischen g^ und 
I" die Strecke s'„a'(,^=^ unter dem Winkel 9 gegen g^ in der 
Weise ein, dasa s'„ o',, (senkrecht zu g„ geführt) gleich X sin 9 ist, 
also s'„ die Umlegung des vorgenannten Punktes repräsentiert, 
so ergibt sich aus dieser unmittelbar auf li = diVj die Central- 
Projektion S. 

Führen wir in gleicher Weise o",, nach (in g =^ 9' S' ) zu- 
rück, so erhalten wir den Fusspunkt des von s ans auf EvE|, ge- 
fällten Perpendikels, d. i. jenen Punkt, ans welchem, den vorher- 
gehenden Betrachtungen entsprechend, der Kreis K mit dem Ra- 
dius X cos 9 = s'o a'j, zn beschreiben ist. Führt man ferner durch 
Ij^d^Vg die zu djVi parallele Hilfsebene HyHi,, und legt deren 
Schnitt l' = v'd' mit der Ebene E,Eb, sowie den Punkt um Eb 
nach l'„ resp. o^ um, und beschreibt man ans 0^ mit dem Radius 
X cos (p = s', a'j, den Kreis Ky, welcher von l'„ in aj und a^ ge- 
troffen wird, so werden diese Punkte, beziehungsweise nach a^ und 
«g [Fig. 230, Taf. XVI] zurückgeführt, dieselbe Bedeutung haben, 
wie die gleichnamigen Punkte «^ und a^ in Fig. 229, Taf. XVI. 

Man wird demnach durch «^ resp. a^ die Parallelen zu tf^Vi, 
d. h, die Geraden a^v^ und OjV^ ziehen, und im Schnitte dersel- 
ben mit djVg beziehungsweise die Punkte a^ nnd a^, erhalten, 
welche bereits die Endpunkte zweier der Aufgabe entsprechen- 
den Strecken repräsentieren. 

Um eine dieser Strecken, beispielsweise die durch a^ gehende 
darzustellen, wird bloss zn beachten sein, dass dieselbe zu der Ge- 
raden saj parallel sein müsse, und demnach den nämlichen Flucht- 
punkt 4^1 (der noch zn bestimmen sein wird) wie die letztere be- 
sitze. Der Durchstosspunkt d', von a^V^ liegt offenbar in H|,. Die 
Bildflächtrace e{, der durch djVj und v^d', gehenden Ebene eWii 
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ist daher die Gerade d,dj, wälirend die durcli V^ parallel zu e'b 
gezogene Gerade die Fluchttrace eV darstellt. Im Schnitte von 
ej, mit der ebenfalls in der Ebene el.e|, liegenden Geraden a^S er- 
hält man den verlangten Fluchtpunkt ij^i "^er letzteren. 

Das von diVj nnd d^Vg begrenzte Stück Sja, von Hi'\>i reprä- 
sentiei-t sodann die Centralprojektion einer den Bedingungen 
der Aufgabe genügenden Strecke 'a. 

§317. 

107. Aufgabe: In einer Geraflen Ist ein Punkt so au ll)estlni- 
men, dass dessen Abstünde von einer zweiten Geraden und 
von einer Ebene in einem bestimmten Verhaltnisse stehen. 

Die zu sucheudeu Punltte werden die Schnittpunkte der erst- 
genannten Geraden mit jener Fläche sein, welche den geome- 
trischen Ort aller Punkte, deren Abstände von der zweiten 
Geraden und der gegebenen Ebene in dem bestimmten Verhält- 
nisse stehen, repräsentiert; es wird mithin notwendig sein, diesen 
geometrischen Ort zu untersuchen. 

Sei E [Fig. ,231, Taf. XVI] die gegebene Ebene, und I eine 
die Ebene E im Pnukte S schneidende Gerade. 

Bezeichnet p einen Punkt des zu untersuchenden Ortes, so 
müssen die Abstände po und pn von E resp. von I in dem kon- 
stanten Verhältnisse ^x stehen. Es unterliegt nun keinerlei 

Schwierigkeit, eine dem fraglichen Orte angehörende Kurve zu 
ermitteln. 

Wir führen eine beliebige zur Ebene E parallele Ebene B. 
Der Abstand der beiden Ebenen E und e heisse x^. Der Strecke 
X^ entspricht vennöge des konstanten Verhältnisses n eine zweite 
Strecke x^ = k ■ Xj . Betrachten wir nun die Gerade I als die Achse 
eines Rotationseylinders und wählen als senkrechten Schnitt dieses 
Cjlinders einen Kreis (K), dessen Radius der Strecke Xa^=xx^ 
gleich sei, so ist einleuchtend, dass jeder Punkt der Oheriläche 
dieses Cylinders von der Achse 1 die Entfernung Xg hat. 

Der Cylinder schneidet femer die Ebene e in einer Ellipse K, 
deren Achsen ab und cd leicht gefunden worden können. Wir 
denken uns zu diesem Zwecke durch I eine zur Ebene e senk- 
rechte Hilfsebeue h gelegt. Der in dieser Ebene liegende Durch- 
messer des Kreises (K) sei 5=^ «ß, und der zu diesem Durchmesser 
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senkrechte Kreisdur climess er, welcher offenbar parallel zur Ebene e 
sein wird, sei yi = yh. Den beiden Kreiadurchmessern aß und 78 
entsprechen (vermöge der Cylind ererzeug enden ac bß, C,, Ah) 
die konjugierten Durchmesser ab und cd der Ellipse K 

Nachdem jedoch der eine dieser Durchraessei cd mit yh pa- 
rallel ist, und der andere als Schnitt dei Ebenen h und e senk- 
recht KU ab steht, so repräsentieren dieiielben msbesondeie die 
Achsen der Ellipse K. Was deren Längen betiiflt %o findet man: 
cd = 18 = 2Xa= 2>tXj, und 

r. 1 2kx, 

ab^^aß^— - = ^— f- 
sm •]) sm 1^ 

Jeder Punkt p der Ellipse K hat als ein Punkt der Ebene e 

von der Ebene E den Abstand po^Xj, und anderseits, als ein 

Punkt des Cylinders, von der Achse des letzteren den Abstand 

nn =^ X,== jtX,. Hieraus folst, dass: = — ^ = j{; die Ellipse 

1- a 1 s ' po X^ "^ 

K ist also ein Bestandteil des in Untersuchung stehenden geo- 
metrischen Ortes. 

In gleicher Weise würde man in jeder anderen zur Ebene E 
parallelen Ebene eine derartige Ellipse finden. Alle diese Ellipsen 
gehören aber, wie sehr leicht gezeigt werden kann, einem Kegel 
an, dessen Scheitel der Schnittpunkt s der Ebene E und 
der Geraden I ist. 

Nachdem eine dem geometrischen Orte angehörige Ellipse K 
bereits ermittelt ist, so wird offenbar der vorgenannte Kegel durch 
K als Leitkurve und S als Scheitel vollständig bestimmt sein. 
Dass derselbe in der That den fraglichen geometrischen Ort re- 
präsentiert, läsat sich folgends einfach darthun. 

Ziehen wir eine beliebige Erzeugende sp des Kegels, und 
vcählen wir auf dieser irgend einen beliebigen Punkt p'. Die or- 
thogonalen Projektionen und 0' von p resp, p' auf E liegen in 
der Orthogoualprojektion von I, und es wird 

pO:p'o' = ps: p's. 
Führen wir ferner die zu ! senkrechten Geraden ptl und p'ti', so 
folgt aus den ähnlichen Dreiecken spn und sp'n' weiter 

pn :p'n' :^ps :p's; 
es ist mithin; 

pn ^_ p'n' 
po ~~ p'o' 
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Ala Punkt der Ellipse K hat aber p die Eigenschaft, dasa 

— = y.i es ist daher auch — i-r = y- ■ 
po p o' 

Auf Grund dieser Betrachtungen kann das gestellte Prohlem: 
In einer Geraden OV [Fig. 232, Taf. XVI] einen Punkt so zu be- 
stimmen, dass er von einer Ebene EvEu und von einer Geraden rfv 
Abstände besitzt, die sich wie \:\ verhalten, folgenclermassen 
centralprojektivisch gelöst werden. 

Wir nehmen eine beliebige zn E„Eb parallele Ebene EvBb an, 
bestimmen auf bekannte Weise (Aufgabe 41) den Abstand rSj die- 
ser beiden Ebenen und aus diesem letzteren die Strecke rq so, 

\ 
dass rq = P8^-r— • 

Femer legen wir durch dv die zu den Ebenen E und e senk- 
rechte Hilfsebene h,hb, und bestimmen mittels derselben a) den 
Schnittpunkt s von dv und EyEb; b) den Schnittpunkt m von dv 
und ejEv; c) die (durch tn gehende) Orthogonalprojektion von dv 
auf EyBb als Schnittgerade v'd" = x der Ebenen EvGh und hvhb, 
d) durch Ümlegung um hb den Neigungswinkel i|) der Geraden dv 
gegen die Ebene GbE,, d. i. den von den beiden Geraden dv und 
d"v' eingeschlossenen Winkel, und e) leiten aus diesem Winkel 
i\) und der Strecke PX,^'''! mittels des rechtwinkligen Dreieckes 

C'pv die Strecke C'.p =^ rq- , . ab. 

Gemäss den früher angestellten Betrachtungen ist der geo- 
metrische Ort aller Punkte, deren Abstände von dv und E,Ei, 
in dem Verhältnisse Xg : Xj stehen, jene Kegelfläohe, welcher 
der Scheitel s entspricht, und deren Leitkurve eine Ellipse 
in der Ebene E,eb ist, deren Mittelpunkt durch m, deren eine 
Achse in der Geraden x^=v'd" durch die Länge SpC, und deren 
zweite Achse durch die Länge 2rq dargestellt erseheint. 

Dieser Kegel wird von der Geraden DV in zwei Punkten 
getroffen, welche der gestellten Aufgabe entsprechen. Um diese 
Punkte zu erhalten, legen wir durch S und DV die Hilfsebene 
H„Hi,, und ermitteln den Schnitt g = ^S derselben mit der Ebene 
E„eb. Legen wir ferner m, X und g um ei, beziehungsweise nach 
nin, Xfl und g„ um, tragen auf x,, von m^ aus fn(|a(,= muß„^ pC'„ 
und senkrecht zu x^ die Strecken mflfo^= mo5o= rq auf, so er- 
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halten wir in «„ßy und yi,\ die Achsen der umgelegten Leit- 
ellipse Kfl. Die Schnittpunkte p'„ und p" derselben mit der Ge- 
raden go werden vermittels des über o^ßu beschriebenen Affin- 
kreises (Kq) auf bekannte Weise konstruiert. Führt man p^ und 
p" nach p' und p" zurück, so werden die Geraden sp' und sp" die 
der Hilfsebene H, Hb angehörenden Kegel erzeugenden, und 
mithin ihre Schnittpunkte P' imd P" mit DV die gesuchten 
Punkte darstellen. 



§ 318. 

108. Aufgabe; lu einer Goradeu ist ein Punltt zu l>estimmon, 

der Ton einem gegelbenen l'unlitc und einer zweiten Geraden 

gleiclic Abstände besitzt. 

Behufs Lösung des vorgegebenen Problems wollen wir so wie 
iu früheren Fällen untersuchen, welches der geometrische Ort 
aller Punkte ist, die von einem Punkte F und einer Geraden I 
gleiche Abstände besitzen. 

Zunächst ist einleuchtend, dass jene Parabel in der Ebene 
(I, F) = e [Fig. 233, Taf. XVI], welche den Brennpunkt F und 
die Direktrix I besitzt, dem gesuchten geometriBchen Orte an- 
gehört. Wie weiter leicht erkennbar, ist dieser geometrische Ort 
durch jenen Cylinder dargestellt, welcher die vorgenannte Pa- 
rabel zur Leitkurve hat und dessen Erzeugenden zur 
Ebene 6 senkrecht stehen. 

Ist nämlich % ein beliebiger Punkt der genannten Parabel, 
g die durch ihn gehende Erzeugende des besagten Cylinders und 
P ein willkürlicher Punkt von g; ist femer a der Fusspunkt des 
von TZ auf I gefällten Perpendikels, so wird auch Pa senkrecht 
zu 1 stehen. Nachdem aber t:P = 'k<x ist, und aus den beiden 
bei IT rechtwinkligen Dreiecken Pktc und PFx folgt, dass: 



y'p^3_|_^o,2 = Pa und y^Px^ + uF^=PF, 
iilso P«.^=PF sei, kann die obige Behauptung als ei-wiesen an- 
gesehen werden. 

Auf Grund dieser Eigenschaft kann die gestellte Aufgabe 
dadiirch ihrer Lösung zugeführt werden, dass man den Schnitt 
des vorbezeichneten Cylinders mit der zweiten gegebe- 
nen Geraden bestimmt. 
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Die vorstehenden Probleme dürften genügen, um die An- 
wendung der Kegel- und Cylinderfläehen zweiten Grades für 
Konsfcrulctionen verschiedener Art za zeigen, und gewiss wird es 
keiner Schwierigkeit unterliegen in ähnlichen Fällen stets den 
richtigen Weg zu finden. 



XVI. Kapitel. 
Windschiefe Flächen zweiten ßrades. 

§ 319. 

An früherer Stelle (§§ 259 und 260) wurde eine windschiefe 
Fläche als der Ort einfach unendlich vieler stetig auf- 
einander folgender Geraden defimei-t und hierbei vorausge- 
setzt, dasa sich je zwei unmittelbar aufeinander folgende Lagen 
der beweglichen Geraden nicht sehneiden. 

Nachdem auf jeder windschiefen Fläche beliebig viele Kurven 
gezeichnet werden können, und alle diese Kurven von allen 
geraden Erzeugenden der Fläche geschnitten werden 
t einleuchtend, dass jede windschiefe Fläche, in all- 
: Form ausgesprochen, dadurch erzeugt gedacht werden 
kann, dass man einer ihrer Lage nach verilndei-lichen Geraden 
die Bedingung auferlegt, in jeder Lage eine gewisse Anzahl von 
Kurven (Leitkurveu) zu treffen. 

Man findet ohne weiteres, dasa zu diesem Zwecke notwendig 
drei solche Leitkurven C^, C^, Cg [Fig. 234, Taf. XVI] gegeben 
sein müssen, und nicht mehr als drei gegeben sein dürfen. 

Nimmt man nämlich auf der einen Kurve, etwa auf C,, einen 



Ines Kegels an und be- 
esen Kegel, so wird der 
mmten endlichen Än- 



beliebigen Punkt a^ als den Scheitel 
trachtet die Kurve Cg als Leitkurve für die 
letztere die dritte Kurve Cg in einer bestin 
zahl von Punkten schneiden, von welchen allenfalls a^ einer sein 
mag. Die Kegel erzeugende g = a^a^ muss dann selbstverständlich 
auch die dem besagten Kegel angehörende Kurve Cg in einem 
Punkte ag schneiden, wird also eine Gerade repräsentieren, welche 
die drei Kurven Cj, Cg und C^ in je einem Punkte a,, a^ 
und a^ trilft. 
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Nachcleiii iü gleicher Weise mit jedem anderen Punkte von 
^1 vorgegangen werden kann, so ist einleuchtend, düss man ein- 
fach unendlich viele, stetig aufeinander folgende Ge- 
raden erhält, welche die drei Kurven C^, C^, C3 schneiden, 
also eine Fläche hildon, welche die bezeichneten Kurven zu 
Leitkurven hat. 

Daßs die so erzeugte Fläche iu der That ,, windschief" sei, 
d. h. dass irgend zwei unmittelbar aufeinander folgende Erzeugen- 
den, wie beispielsweise g = a^a^a^ und g' = a'ja',aj, sich nicht 
schneiden, also nicht in einer Ebene liegen, geht schon aus der 
allgemeinen gegenseitigen Lage der drei Leitkurven Cj, C^ und 
C3 hervor. Denn die drei Geraden t, = aia',, i^ = a3a\, tg^^aga'j, 
welche offenbar Tangenten der Leitknrven sind, miissten in 
dem Falle, als die Erzeugenden g und g' eiiien Punkt gemein 
hätteu, notwendig in einer und derselben Ebene (gg') liegen, was 
im allgemeinen nicht der Fall sein wird. 

Durch entsprechende Wahl der Leitkurven und ihrer gegen- 
seitigen Lage können alle möglicherweise denkbaren windschiefen 
Flächen erzeugt werden; die einfachste windschiefe Fläche 
wird man erhalten, wenn man als Leitlinien drei sieh kreu- 
zende Geraden yoranssetzt. 

Mit dieser Fläche, welche das „windschiefe" oder „einman- 
telige Hyperboloid" genannt wird, wollen wir uns zunächst be- 
fassen lind dei'en Eigenschaften untersuchen. 



§ 320. 

Die dem Hyperboloide eigentümlichen Eigenschaften eut- 
sj linken g ossenti-ils d ra Lizengungsgesetze dieser Fläche. Da 
dei Erzeugung deiselben gerade Linien zu Grunde hegen, wollen 
wir uns zmaulst dei tonstiuktion einzelner Erzeugenden 
zuweuden 

Seien li = d Vi I = d,v und Ig =^dBVg [Fig. 235, Taf. XVII] 
die drei Leitgeraden des Hyperboloides. Nachdem diese drei 
Leitgeraden von allen Erzengenden geschnitten werden müssen, 
so ist einleuchtend, dass durch jeden einzelnen Funkt jeder dieser 
Leitgeradeu eine Erzeugende gehen muss. 

Um beispielsweise die Eraeugende zu finden, welche durch 
den willkürlich auf I3 =^ dgVg gewählten Punlft ag geht, haben 
wir bloss zu berücksichtigen, dass die zu bestimmende Erzeugende 
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aueb die Leitgerade Ii = ll]Vi in irgend einem Punkte a, sclniei- 
den, sich also iu der durch 83 und 1^ gelegten Hilf sehe ue hihi be- 
finden müsse. Weiter muss die genannte Erzeugende auch die 
Leitgerade 13= d^Vg iu einem Punkte a^ treffen, also in der durch 
Bg und Ig = Vgdg bestimmten Hilfsebene h,'li^ liegen. Die ver- 
langte Erzeugende wird daher notwendig die Schnittgerade DV 
der beiden Hilfsebenen hj H <uid liy hb sein. 

In gleicher Weise wird man die durch einen beliebigen an- 
deren Punkt a\ von I3 gehende Erzeugende als Schnittgerade der 
beiden Hilfsehenen (1^, a'^) und (Ig, a'J erhalten. 

Denken wir uns nun, dass der veränderliche Punkt a^ 
auf I3 eine Punktreihe (a^agd" , . ,) beschreibe, so wird sich die 
jeweihg durch den betreffenden Punkt und die Leitgerade 1^ ge- 
legte Hilfsebene h,' um t^ drehen, oder mit anderen Worten, die 
besagte Ebene wird ein Ebenenbüschel mit der Achse 1^ er- 
zeugen, welches mit der genannten Reihe perspektivisch ist. 
Desgleichen wird auch die durch den veränderliehen Punkt a^ 
und durch die Leitgerade 1^ gelegte Hilfsebene ein Ebenenbiischel 
mit der Achse fg erzeugen, welches zu der Reihe (a^a'^a" . . .) 
gleichfalls perspektivisch sein wird. Man hat daher den Satz: 

„Die Erzeugenden eines durch drei Leitgeraden gegebmen 
Hyperboloides sind die Schnittgeraden entsprechender Ebenen zweier 
Ebenenbiischel, deren Achsen durch zwei dieser Leitgeraden dar- 
gestellt loerden, und welche sm der Seihe auf der driften Leitge- 
raden (also auch untereinander) perspektivisch sind." 

§ 321. 

Ein anderer Weg, die Erzeugenden eines Hyperboloides «u 
bestimmen, ist auch noch der folgende. 

Setzen wir wieder voraus, [j^d^Vi, Ig:^daVjj und ls = d3V3 
[Fig. 236, Taf. SVII] seien die drei Leitgeraden des Hyperbo- 
loides. 

Da jede Erzeugende der Fläche alle drei Leitgeraden treffen 
muss, so ist einleuchtend, dass in jeder durch eine der Leitge- 
raden, etwa durch lj=djV, , gelegten Hilfsebene HyHo eine der- 
artige Erzeagende liegen wird; dieselbe wird offenbar die Ver- 
bindungsgerade DV jener beiden Punkte a^ und 83 sein, in wel- 
chen die beiden anderen Leitgeraden lg^=--daV^ uud l3=^d3V3 von 
der beliebig gewählten Hilfsebene H^Hb geschnitten werden. 
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Lässt miiu nun die Hilfsebene HvHb um Ij derart rotieren, 
dass sie ein Ebenenbüseliel mit der Achse 1^ besehreibt, so werden 
hierbei gleichzeitig die beiden Punkte a^ und a^ awei Punktreihen 
auf deu Geraden Ij nnd I3, d. s. die Schnitte dieser Geraden 
mit dem vorgenannten Ebenenbiischel, erzeugen. Es be- 
steht hiernach der Satz: 

„Die Erzeugenden eines durch drei Leitgeradm gegebenen 
Hyperboloides sind die Verbindimgsgeraden entsprechender PimJäe 
jen^ beiden Reihen, welche sich als Schnitte irgend zweier der drei 
Leitgerade/t mit dem Ebenenbiischel, dessmi Achse die dritte Leit- 
gerade ist, ergeben." 



Die eben angestellten Betrachtungen zeigen, dass das Hy- 
perboloid ein Erzeugnis projektivischer Natur ist. um diese 
Thatsaehe bei Untersuchang der Eigenschaften der bezeichneten 
Fläche nach Möglichkeit ausnützen zu können, wollen wir das 
bereits Gesagte noch in gewisser Itiehtung zu erweitern, bezie- 
hungsweise zu Terallgemeinern suchen. 

Zu diesem Zwecke müssen wir einige Bemerkungen über die 
Projektivität von Punktreihen auf sich nicht schneiden- 
den Trägern, sowie über jene zweier Ebenenbüschel voraus- 
schicken. 

In derselben Weise, wie zwei einstufige projektivische Grund- 
gebilde in derselben Ebene definiert wurden, definieren wir auch 
zwei einstufige projektivische Gebilde im Räume als zwei 
Grundgobilde, von welchen das eine aus dem anderen durch eine 
Reihe von Schnitten und Projektionen abgeleitet werden kann. 

Denken wir uns beispielsweise eine Punktreihe rj(aibiCi . . .) 
von einem beliebigen Centrum C^ aus auf irgend eine in der Ebene 
(r^, C,) liegende Gerade r^ nach P2(a2b3C2 . , .) projiziert, ferner 
die Reihe ^^(agbäCg . . .) von einem zweiten beliebigen Centrum 
Ca auf eine in der Ebene (C^, r^) liegende Gor ade Tg in die Reihe 
P3(agbjCs , . .) projiziert, SO werden nach der oben aufgestellten 
Definition die beiden Reihen ^^(a^b^c^ . . .) und raCa^bjCg . ■ .) be- 
reits projektivisch sein, obwohl sieh ihre Achsen Fj und Tg 
im allgemeinen nicht schneiden werden. 

Zwei Ebenenbiischel mögen als projektivisch bezeichnet 
werden, wenn dieselben im Schnitte mit irgend zwei Geraden zwei 
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projektiv! sc he Reihen liefern, oder mit anderen Worteu, wenu sie nu 
zwei projektivischen Punktreihen „perspektivisch" sind. 

E8 lässt sich aber leicht beweisen, dass irgend zwei projek- 
tivische Punktreihen auf zwei sieh nicht schneidenden Trägern 
auf unendlich viele Arten als Schnitte eines und desselben Ebeuen- 
büschöls (oder mit anderen Worteu, als perspektivisch zu einem 
und demselben Ebeneubiisclie!) dargestellt werden können, und 
umgekehrt, dass zwei projektivische Ebeneubiiscliel auf un- 
eudlich viele Arten als perspektivisch mit einer und der- 
selben Puuktreihe aufgefasst werden dürfen. 

um den zweitangeführten Fall zu beweisen, nehmen wir an, 
es mögen 1^ und 1^ [Fig. 237, Taf. XVII] die sieh nicht schnei- 
denden Achsen zweier projektivischen Ebenenhiischol repräsen- 
tieren, während Aj, Aj; Bj, Bg; C^, C^ . • ■ • Paare entsprechender 
Ebenen dieser Büschel vorstellen sollen. 

Die beiden entsprechenden Ebenen Aj und A^ schneiden sich 
in einer Geraden Qa, welche offenbar die beiden Achsen 1^ und 1^ 
in je einem Punkte trifft; desgleichen erhalten wir zwei derartige 
Geraden gi, und Qc im Schnitte der beiden sich entsprechenden 
Ebenen B^ und Bg, beziehungsweise der sich entsprechendeu Ebenen 
Cj und Cg. 

Offenbar wird es unendlich viele Goraden geben, welche gleich- 
zeitig die drei sich kreuzenden Geraden ga, gbi Sc iu je einem 
Punkte treffen, und sind dies selbstverständlich die Erzeugenden 
jenes Hyperboloides, dessen Lei^eraden ga, gb, Sa sind. 

Eine solche Gerade sei I; die Schnittpunkte derselben mit 
den drei Geraden ga, gb, So seien beziehungsweise a^a^, b^bg, c^Cg. 

Nachdem die beiden Ebenenbüschel 1^ (Aj B^ C^ . , .) und 
l2(AgBjC2 , . ,) als projektivisch d. h. als solche vorausgesetzt 
wurden, deren Schnitte mit zwei ganz beliebigen Geraden projek- 
tivische Puuktreihen sind, so werden dieselben offenbar auch im 
Schnitte mit der Geraden I zwei projektivische Reihen l(a^b^Cj^ . . .) 
und 1(32 b^C^ ■ ■ ■) lißfem. Infolge der besonderen Annahme der 
Geraden 1 fallen aber drei Paare entsprechender Punkte dieser 
beiden Reihen, nämlich a^ und aj; bj und b^; C^ und C^ zusam- 
men; die genannten Reihen sind mithin (Satz in § 110) identisch. 

Hiernach vereinigt jeder weitere Punkt von I zwei entspre- 
chende Punkte d^ und dg in sieh; es miissen sich daher auch die 
durch ihn gehenden Ebenen D^ und Dg der beiden Ebeneubüschel 
li und Ig entsprechen. Die Schnittgerade gd dieser beiden Elienen 
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wird sodann uicht nur diirch den geuaunteu Punkt didj gehen, 
sondeiii auch die beiden Achsen 1^ nnd l^ in je einem Punkte 
treffen müssen. 

Da mau statt der Geraden I jede andere Gerade Ij, Ig • • .| 
welche ga, Qb und go schneidet, wählen kann, nm zu gleichem 
Eesultate zu gelangen, so ist hiermit thateächlieh hewieaen, dass 
die beiden projektiviseheu Ebenenbüsche] auf unendlich viele 
Arten als projektirisch zu einer und derselben Punktreihe (auf 
jeder beliebigen Geraden I) anfgefasst werden können. 

Auf Grund dieser Eigenschaft können die an früherer Stelle 
(Satz in § 230) ausgesprochenen beschrSakenden Voraussetzungen 
fallen gelassen werden. 

Sind nämlich 1^ und Ig die Achsen zweier projektiviseheu 
Ebenenbüschel, ga, Sb, flo die Schnittgeraden dreier Paare ent- 
sprechender Ebenen der letzteren, und wählt man eine beliebige 
Erzeugende I des durch die drei Leitgeraden 9a, Sbi Sc bestimmten 
Hyperboloides Hg, so sind die beiden Ebenenbusehel Ij und 1^, 
wie soeben nachgewiesen wurde, zu der Punktreihe auf 1 per- 
spektivisch, und erzeugen mithin (Satz in § 230) jenes Hyper- 
boloid Hp welches die Leitgeraden Ij, 1^ und I besitzt. Es gilt 
sonach allgemein der Satz: 

„Die Sehnittgeraden entsprechender Ebenen irgend ziveier pro- 
Jektivischm Ebmenhüschel mit sich hrmzenden Achsen emeugen stets 
ein Syperholoid." 



Die vorstehenden Betraßhtungen führen noch zu einer wei- 
teren höchst heachtenswei-ten Eigenschaft eines windschiefen 
Hyperboloides. 

Wir hahen das von den beiden projektivischen Ebenenbüscbeln 
Ij und Ig erzeugte Hyperboloid mit H, bezeichnet. Zwei Leitge- 
raden dieses Hyperboloides sind die Achsen I, und l^ der beiden 
Ebenenbüachel, während als dritte Leitgerade eine beliebige Er- 
zengende I eines zweiten Hyperboloides, und zwar jenes Hypei-- 
boloides Hg angenommen wurde, dessen drei Leitgeraden irgend 
drei Erzeugende ga, gb, 8b des ersten Hyperboloides H, sind. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass jede Erzeugende I des Hyper- 
boloides Hg, da durch jeden ihrer Punkte eine Erzeugende g von 
Hj geht, auch dem Hyperboloide H, angehören muss, oder mit 
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anderen Worten, dass die beiden Hyperboloide H, und Hg eine 
und dieselbe Fläche bilden. Man bezeichnet demgemäsa die 
sämtücheii Geraden g . . . als die „Erzengenden des einen 
Systems" und die sämtlichen Geraden I . . . als die „Erzen- 
genden des zweiten Systems" für das in Rede stehende Hy- 
perboloid. Es gilt sonach der Satz: 

„Jedes windschiefe Hyperboloid besitzt zwei Systeme von ge- 
radlinigen Erzeugenden. Zwei demselben Systeme angehörende Er- 
zeugenden schneiden sich nicht; zwei verschiedenen Systemen ange- 
hörende Erzeugmden hingegen haben stets einen PunU gemein. 
Irgend drei Erzeugende des einen Systems können stets als Leit- 
geraden für die Erzeugenden des anderen Systems betrachtet werden." 



§324. 

Seien [j nnd !^ [Fig. 238, Taf. XVII] irgend zwei sieh nicht 
schneidende Geraden, auf welchen zwei Punktreihen aib^Cj . . . 
und a^^a^s ■ ■ • nach der eingangs (§ 322) aufgestellten Definition 
projektivisch aufeinander bezogen sind. 

Um zu zeigen, dass diese beiden Reihen (wie in § 322 ei-- 
wähnt wurde) als Schnitte eines und desselben Ebenenbüscbels 
darstellbar sind, denken wir uns drei Paare entsprechender Punkte, 
beispielsweise a^ unA a^; bj und b^; Ci nnd C^ durch drei gerade 
Linien ga, Sb und gc verbunden. 

Diese drei Geraden bestimmen als Leitgeraden ein Hyper- 
boloid Hg, von dessen Erzengenden I, 1^, 1^ . . - wir irgend eine 
beliebige ErKeugeude, allenfalls I, wählen und annehmen wollen, 
dass dieselbe die drei Leitgeraden gm gb, gc beaiehiings weise in 
a, b und c treffen m5ge. 

Betrachten wir die Gerade I als gemeinschaftliche Achse 
zweier Ebeuenbiischel !(AiBiCj . . .) und ((A^BgC^ , . ,), von wel- 
chen das erste die Punktreihe (ajb,Ci . . .), das zweite dagegen 
die Punktreihe (agb^Cj • . .) projiziert. Nachdem diese beiden 
Punktreihen projektivisch sind, müssen es offenbar auch die bei- 
den Ebenenbüschel ICA^BiCj . . .) und KAaBgCg . . .) sein. Hierbei 
bemerken wir aber gleichzeitig, dass drei Paare entsprechen- 
der Ebenen der genannten zwei Ebenenblischel zusammen- 
fallen und zwar die beiden durch a^ resp. a^ gehenden entspre- 
chenden Ebenen Aj und A^ in der Ebene (I, ga); die beiden ent- 
sprechenden Ebenen B^ und Bj in der Ebene (I, gn) nnd die beiden 
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korrespondierenden Ebenen C^ und Cg in der durch I nnd g^ be- 
stimmten Ebene. 

Die beiden koaxialen EbenenbÜsebel l(A^BjC( . . .) nnd 
■ (A^BgCg . . .) sind sonach speziell identisch, d. h. die Gerade I 
ist in der That die Achse einea Ebenenbiisehels, welches im 
Schnitte mit 1^ und Ig zu gleicher Zeit die beiden gegebenen pro- 
jektivisehen Punktreihen liCaib^Ci . . .) und [^.(ajbaCa . . .) liefert. 

Nachdem ferner die Verbinduugsgeraden ga, gs, g« entspre- 
chender Punkte dieser Reihen auch die Gerade 1 treffen, so folgt 
weiter, dass sie die Erzeugenden jenes Hyperboloides sind, als 
dessen Leitgeraden die drei Geraden I, li und 1^ gelten. Hiermit 
erfährt der in § 321 bewiesene Satz die nachstehende Verallge- 
meinerung: 

„Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte zweier pro- 
JeHivischm Reihen auf zwei sich nicht schneidenden Trägern er- 
zeugen ein windschiefes Hyperboloid." 

§ 325. 

Setzen wir voraus , die Geraden I , Ij und 1^ [Fig. 238, 
Taf. XYIIJ seien drei beliebige Erzengende eines und desselben 
Systems eines Hyperboloides, und nehmen wir weiter an, dass 
dieselben von den Erzeugenden ga, gb, 9o ■ ■ • des anderen Systems 
in den Punktreihen l(abc . . .), li(aib,Ci . . .) und {^(a^b^t^ . . .) 
getroffen werden mögen, so lasst sich ohne jedwede Schwierigkeit 
zeigen, dass irgend zwei dieser Punktreihen, allenfalls die 
Pnnktreihen auf 1^ nnd 1^, projektiviseh sein müssen. 

Wie nämlich in § 321 erläutert wurde, können die Erzea- 
genden ga, gb, gc . . - des Hyperboloides erhalten werden, wenn 
man die Punktepaare, in welchen beliebig durch ) gelegte Ebenen 
die Geraden 1^ und 1^ schneiden, verbindet. 

Die beiden Pnnktreihen (ajbjCi . . .} und (a^b^c^ . . .), welche 
die Erzeugenden g», gb, gc, ■ ■ ■ auf Ij und Ig bestimmen, sind 
demnach die Schnitte von Ij und 1^ rait dem Ebenenbüschel aus 
der Achse I und als solche notwendig projektiviseh. Da 
ferner Ij und Ig zwei beliebig angenommene Erzeugenden des 
einen Systems repräsentieren so gilt dai Gleiche von allen Er- 
zeugenden dieses Systems und mau gelangt somit zn dem Satze: 

„Dte St^eujenden des einen Systemb c/ne'- iimdschcfen Hy 
perboloidet bestimmen auf den Ett^engenden dc^ mdetm Sifstems 
projektiiische Punktteihen" 
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Durch eine analoge (duale) Betraclitiing findet man ebenso 
äeiclit den Satz: 

„Die Ebenmhüsckel, deren Achsen die Erzeugenden des einen 
Systems eines Hyperboloides sind, und deren Ebenen durch die 
Ers&ugenden des anderen Systems gehen, sind sämtlich yrojelc- 
tivtsch." 

§ 326. 

Nehmen wir wieder an, ep seien I, I, und 1^ [l^ig- 238, 
Taf. XVII] drei heliehige eiiTem und demselben Systeme ange- 
hörende Erzeugenden eines windschiefen Hyperboloides, und 
l{abc . . .), litaib^Cj . . .) und lj,(agbgCg . . .) die Punktreilien, in. 
welchen diese Er/.eugeuden von den Erzeugenden Qa, Qb, Qc des 
anderen Systems der genannten Fläche geschnitten werden. 

Die Punktreiheu l(abc . . .) und li(aibjCi . . .) sind (Satz 1, 
§ 326) projektiviseh. 

Betrachten wir ferner die Gerade I als Achse eines Ebenen- 
büschels, dessen Ebenen die Erzeugenden g», gb, So ■ ■ ■ enthal- 
ten, oder was dasselbe ist, als Achse eines Ebenenbiiscbels, wel- 
ches mit der Reihe li(ajbjCi . . .) perspektivisch ist, so wird 
dasselbe mit der Reihe l(abc . . .) projektiviseh sein. 

Die Punktreihe (abc . . .), welche die Erzeugenden ga, gb, flc ■ ■ ■ 
auf einer Erzeugenden I des anderen Systems bestimmen, ist also 
stets projektiviseh zu dem Ebenenbüschel, dessen Achse I ist, und 
dessen Ebenen durch die Erzeugenden Qa, gb, g« ■ ■ ■ gehen. 

Diese Eigenschaft gewinnt namentlich erst dadurch an Wich- 
tigkeit, wenn man die Bedeutung der Ebenen (I, ga), (1. gb) ■ ■ ■ 
mit Rüeksieht auf die ihnen entsprechenden Punkte a, b, . . . in 
Berücksichtigung zieht. 

Durch den Punkt a gehen zwei Erzeugende g» und ! ver- 
schiedener Systeme des Hyperboloides, d.h. zwei dem Hyper- 
boloide angehörende Geraden. 

Nachdem nun (wie in Satz 2, § 262 gezeigt wurde) die Tan- 
gentialebene des Hyperboloides im Punkte a die genannten 
zwei Geraden ga und 1 enthalten muss, so ist dieselbe eben jene 
Ebene des Büschels I, welche dem Punkte a der Reihe I ent- 
spricht. Das Gleiche gilt auch vom Punkte b, dessen Tangen- 
tialebene durch die Ebene (gb, I) repräsentiert erseheint, u. s. w,, 
so dass der Satz be.stejit: 
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„Die TarKjmhaleimpn niips windschiefen Hypeibohides in 
allen Punkten einei Erzeugendm bilden em Ebenenhuschd , welches 
diese Erzeugende zur Achse hat, und mzt der Be/he der Beruh- 
rungnpmilte pfojeAhPisrh i^t" 

§ 327. 
Das hyperboliselie Paraboloid. 

Da das windschiefe Hyperboloid ein Erzeugnis projek- 
tiviaclier Natur ist, so siud die projektivischen Eigenschaften 
desselben ganz unabhängig von der gegenseitigen Lage jener 
drei sich kreuzenden Geraden, welche ursprünglich als Leit- 
geraden für die Erzeugenden der besagten Fläche dienen. 

Die bereits festgestellten Eigenschaften der eben genannten 
Pläclie werden daher in ihrer Wesenheit auch dann erhalten bleiben 
(beziehungsweise nur formelle Änderungen erleiden), sobald eine 
der drei Leitgeraden als unendlich ferne angenommen wird. 

Unter dieser letzteren Voraussetzung erhalten wir ein beson- 
deres windschiefes Hyperboloid, welches als das „hyperhoUsche 
Paraholoid" bezeichnet wird. 

Seien \^ = v^i^ und 1^ = v^A^ [Fig. 239, Taf. SVII] die beiden 
im Endlichen liegenden Leitgeraden eines (windschiefen) hyper- 
bolischen Paraboloides, während die unendlich ferne Leit- 
gerade („ als die unendlich ferne Gerade irgend einer Ebene 
R,,Rb, der sogenannten „Richtebene", dargestellt sei. 

Jede Erzeugende des Paraboloides muss die unendlich ferne 
Leilgerade U schneiden oder mit anderen Worten, zu der Ricbt- 
obone R,Rb parallel sein, mithin stets in einer zur Richtebenc 
parallelen Ebene liegen. 

Eine beliebige Erzeugende DV der besagten windschiefen 
FMche wird daher als die Verbinduugsgerade jener beiden Punkte 
aj und a^ erhalten, in welchen die Leitgeraden li^V^dj und 
Ig^^Vgd^ von irgend einer beliebigen zur Riehtebene RvRb 
parallelen Ebene RvR^ getroffen werden. 

Durch Parallelverschiebnng der Hilfsebene RuRb kann 
man also nach und nach beliebig viele Erzeugenden des wind- 
schiefen Paraboloides konstruieren. 



Bezeichnen wir die beiden im Endlichen liegenden Leitgeraden 
eines hyperbolischen Paraboloides mit l; und Ig, und die unendlich 
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ferne Leitgerade mit I», so wirt! <!ie Gerade g«, welche die beiden 
unendlieli fenien Puulite der Leitgeraden !^ imd Ig verbindet, ihrer 
ganzen Ausdehnung nach im Unendliclien liegen; dieselbe 
wird daher notwendig auch die unendlich ferne Leitgerade 
L in einem Punkte treffen, mithin also gleichfalls eine Erzeu- 
gende des Paraboloides repräsentieren. 

Nachdem, wie wir bereits wissen, die drei Leitgeradeu für 
die Erzeugenden eines windschiefen Hyperboloides nichts anderes 
als drei Erzengende des «weiten Systems der nämlichen Fläche 
sind, so entnehmen wir der vorstehenden Betrachtung sofort, dass 
das hyperbolische Paraboloid zwei unendlich ferne Er- 
zeiigeude besitze, von welche» die eine dem einen Systeme, die 
andere aber dem zweiten Systeme der Erzeugenden dieser Fläche 
angehört, so dass der besagten Fläche auch zwei verschiedene 
Richtebenen — für jedes Erzeugenden System eine Richtebene, 
wovon die eine parallel ist zu den Erzeugenden des ersten Systems 
(Leitgeraden des zweiten Systems), die andere dagegen parallel 
läuft zu den Erzeugenden des zweiten Systems (Leitgeraden des 
ersten Systems) — entsprechen. Hiernach gilt der Satz: 

„Ein hyperhoUscJies Paraboloid besitzt in jedem seiner hdden 
Erzeugmdmsysteme eine unendlieh ferne Gerade. Sämtliche Er- 
zeugenden des einen Systems sind parallel zu einer Richtebene, d. k. 
parallel zu einer durch die unendlich ferne Erzeugende des anderen 
Systems gelegten Ebene." 

§ 329. 

Sind I, und Ig zwei beliebige, demselben Systeme angehörende 
Erzeugenden eines hyperbolischen Paraboloides, repraseutieren fer- 
ner ga, gb, gc ■ . . g« beliebige Erzeugenden des anderen Systems, 
woranter g« die unendlich ferne Erzeugende des letzteren Sy- 
stems vorstellen soll, so werden diese Erzeugenden (Satz 1, § 325) 
auf den Geraden 1^ und l^ zwei projelttivische Reihen 
(aib,Ci . . . u^) und (agb^Ca . . . u^) bestimmen. 

Da aber die beiden sich entsprechenden Punkte it^ und Ug 
von ij und Ig der unendlich fernen Geraden g» angehören, also 
die unendlich fernen Punkte von Ij und 1^ darstellen, so sind 
(§ 167) die beiden projekti vischen Reihen (aib^C^-.-) und (a^bgCj...) 
insbesondere „ähnlich", und es tritt daher für das hyperbo- 
lische Paraboloid an die Stelle des Satzes 1 in § 325 der fol- 
gende besondere Satz: 



y Google 



„Die Erzeugenden des einen Systems eines hyperbolischen Para- 
holoides bestimmen auf den Erzeugenden des anderen Systems äkn- 



', PunUreihen." 



§ 330. 



Jede Ebene, welche zwei Erzeugenden verschiedener Systeme 
eines windschiefen Hyperboloides enthält, berührt (nach § 326) 
das Hyperboloid in jenem Punkte, in welchem sich die besagten 
zwei Erzeugenden schneiden. 

Ist die Fläche speziell ein hyperbolisches Paraboloid, so 
wird auch die unendlich ferne Ebene, da sie die beiden un- 
endlich fernen Erzeugenden der Fläche enthält, die letztere in 
dem Schnittpunkte dieser Erzeugenden berühren. Mithin be- 
steht der Satz: 

„Jedes hyperbolische Paraboloid repräsentiert ein windschiefes 
Hyperboloid, welches von der unendlich fernen Ebene berührt unrd." 

Zu weiteren Eigenschaften des windschiefen Hyperboloides und 
des hyperbolischen Paraboloides werden wir noch im Verlaufe der 
Lösung von nachstehenden Problemen gelangen. 

§331. 

109. Aufgabe: Es ist eine Gerade zu konstruieren, welche 
Tier sich kreuzende Geraden in je einem Punltto sehneidet. 

Seien lj = diVi, l^ = tisV2, \g = 6^y^ und I == dv [Eig. 240, 
Taf. SVH] die vier gegebenen sich kreuzenden Geraden. 

Um eine Gerade g zu finden, welche diese vier Geraden schnei- 
det, betrachten wir drei der letzteren, beispielsweise Ij, lg und Ij, 
als die Leitgeradeu für ein Hyperboloid nnd bestimmen die Schnitt- 
punlite desselben mit der vierten Geraden I. 

Durch je einen solchen Schnittpunkt geht immer eine Er- 
zeugende des Hyperboloides, d. i. eine Gerade, welche nebst I auch 
die drei Leitgeraden l^, 1^ und I3 sehneidet, mithin der gestellten 
Aufgabe genügt. 

Die Schnittpunkte des Hyperboloides (lil^la) mit der Geraden 
I können auf projektivischem Wege leicht erhalten wei'den. 

Wir denken uns (wie in § 320 näher erläutert wurde) das 
Hyperboloid durch zwei Ebenenbüschel erzeugt, welche die Leit- 
geraden 1^ und Ig zu Achsen haben und die Punktveihe auf der 
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Leitgeuadeu 1, projizieren, Diese Ebeneubüschel bestimnien auf 
der vierten Geraden I zwei konlokale projektivisclie 
Reihen von welchen drei Piirp entsprechen der Punkte sofort 
gefunden werden können 

Legt man nanil ch duicl \, und Ij und luicli den Flucht- 
pmlt V3 \on I3 die zwa sich ent«] rechen Jen Ebenen AJA^ und 
AJ Ah ao liefern dieselben im Sei iiitte mit I die beiden entspre- 
chenden Punkte Bj unl a^ dei vorgenannten Reihen Em zwei- 
tes Pair entapreehendei Punkte b^ und bj ier lefzteien erj,ibt 
sich im Schnitte von I mit den 1 eiden duich den Punkt dj von I3 
gelegten Ebenen B,'BÄ und ByBb der Bisehe] 1^ unl I 

Ein drittes Paar korrespondierender Punkte kann mm wie 
folgt konstruieren. Die durch d^v^^lg gelegte centi ilproji 
zierende Ebene (CJCb) trifft die Gerade d^V^ = Ig in einem Punkte 
C3 und die Gerade I in einem Punkte C^. Wird nun durch C3 
und Ij die Ebene C, C^ gelegt, so schneidet dieselbe die Gerade I 
in dem dem Punkte Cg entsprechenden Punkte c^. 

Ermitteln wir weiter mittels eines beliebigen Kreises K (nach 
§ 132) die Doppelelemente x und y der beiden pro jekti vischen 
Reihen (a^bjCj . . .) und (a^b^Ca . , .), Letztere Operation kann 
offenbar an den Centralprojektionen selbst vorgenommen werden, 
da letztere mit den Reihen im Räume perspektivisch sind. 

Der Doppelpunkt x vereinigt in sich zwei entsprechende Punkte 
der beiden Reihen (flib^c^ . - .) und (aabgC^ . . .); es gehen mithin 
durch denselben zwei einander entsprechende Ebenen der Büschel 
Ij und Ig. Der Schnitt der beiden letzteren ist einerseits eine 
Erzeugende D,V, des Hyperboloides, und anderseits eine durch X 
geheude Gerade, also eine Gerade, welche die vier gegebenen 
Geraden I, Ij, l^ und Ig in je einem Punkte schneidet. Eine 
zweite Gerade DyVj, welche die gleiche Eigenschaft besitzt, ergibt 
sieh im Schnitte der beiden durch den zweiten Doppelpunkt y 
gehenden Ebenen der beiden Büschel 1^ und Ig. 

Gleichzeitig entnehmen wir der Eigenschaft, dass die beiden 
projektivischen Reihen (a,b^Cj . . .) und (a^bgCg , , .) stets zwei 
reelle oder imaginäre Doppelpunkte besitzen, oder aber, dasa 
alle Punkte der besagten Reihen Doppelpunkte seien, die Reihen 
mithin identisch sind {§ HO), dass ein Hyperboloid von 
einer beliebigen Geraden entweder in zwei (reellen oder imagi- 
nären) Punkten geschnitten wird, oder aber, dass diese Ge- 
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rade der ganzen Ansdetnving nach dem Hyperboloide angehört. 
Eb besteht daher der Satz: 

„Das windschiefe Hyperboloid ist eins Fläche zweiten Grades." 
Ein Grleiches gilt selbstTerständlich auch von dem hyper- 
bolischen Paraboloide, als einer besonderen Form des Hyper- 
boloides; es werden daher sämtliche in Kap. XIV bewiesenen Sätze 
unmittelbar auch für dieae Flächen ihre Geltang haben. 

In den folgenden Problemen werden wir hiervon ■ — ■ in Ver- 
bindnng mit den speziell für das Hyperboloid bewiesenen projek- 
tivischen Sätzen — Gebrauch machen. 

§ 332. 

HO. Aufgabe: Dnrcli eine Gerade sind an ein windschiefes 

Hyjierlboloid Berührebenen zu legen. 

Wir führen diese Aufgabe schon an dieser Stelle ans dem 
Grunde an, weil dieselbe mit dem eben gelösten Probleme im 
engsten Zusammenhange steht. 

Setzen wir wieder voraus, das Hyperboloid sei durch die drei 
Leitgeraden }^, Ig und I3 [Fig. 240, Taf. XYII] gegeben; die mög- 
lichen Tangentialebenen seien durch die Gerade I zu legen. 

Da jede Tangentialebene des Hyperboloides sowohl 
eine Erzeugende des einen, als auch eine Erzeugende des anderen 
Systems enthalten mnss, so ist einleuchtend, dass eine durch I 
gelegte Tangentialebene eine Gerade enthalten müsse, welche 
, Ij, 1^, I3 zu gleicher Zeit schneidet. 

Die zu suchenden Tangentialebenen sind also notwendig jene 
Ebenen, weleiie durch ) und durch jede der beiden (in der vor- 
hergehenden Aufgabe bestimmten) Geraden DjV, und DjVj gehen. 

g 333. 

111. Aufgabe: Es ist die Tangentialebene jeines windseliiefen 

Hyperboloides iii einem seiner Punlite zu konsti-Mleren. 

Erste Methode. Die drei Leitgeraden für das Hyperboloid 
seien Ii=d,Vj, tg^^daV^ und Ij^-daVs [Fig. 241, Taf. XVII], 
Um zunächst einen Punlct p auf der Fläche zu bestimmen, er- 
mitteln wir eine Erzeugende g dadurch, dass wir allenfalls durch 
Ij eine behebige Hilfsebene %\ legen, und die Schnittpunkte 
. «2 und «3 derselben mit den Geraden 1^ und 1^ durch 5 tp = g 
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verbinden. Ein beliebig auf g gewählter Punkt p gehört dann 
offenbar der Fläche an. 

Die Taugentialehene des Hyperboloides im Punkte p wird 
nun sowohl die Erzeugende g des einen Systems, als auch die 
durch p gehende Erzengende 1 des anderen Systems enthalten 
müssen; besagte Ebene wird mithin bestimmt sein, sobald ausser 
g noch die Erzeugende I bekannt ist. 

Zu diesem Zwecke wollen wir nachstehend noch zwei weitere 
Erzeugenden g' und g" des Hyperholoides konstruieren. 

Die beziehungsweise durch d^v^ und durch dgVg parallel zu 
dgVj gelegten Ebenen hvhb und KyKß schneiden sich in einer zu 
V^dg parallelen, die beiden gegebenen Leitgeraden djV^ und A^Vg 
schneidenden Geraden g'^VgS', d. i. in einer Erzeugenden 
des Hyperboloides. In gleicher Weise erhält man eine weitere 
Erzeugende g" = VjS" im Schnitte der durch diVi und dgVg parallel 
zu dgV^ gelegten Ebenen Yi"\iS und KuK^, 

Die durch p gehende Erzeugende I muss selbstverständlich, 
als dem Hyperboloide angehörend, die beiden Erzeugenden g' und g" 
schneiden. Legt man daher durch p und g'^^V^S' die Hilfsebene 
H„Hi) und durch p und g";^=VgS" die Hilfsebene HJHI,, so ergibt 
sich die gesuchte durch p führende Erzengende 1 =; DV im 
Schnitte dieser Ebenen, und hiermit auch die verlangte Berüh- 
rührungsebene des Hyperboloides im Punkte p als die durch 
g = 5tp und 1 = DV gelegte Ebene BjB^. 

Sollte uragekehit duich g = 5(p [Fig 241, Taf XVII] eine 
beliebige Bciuhiebeue B^ß^ gelegt weiden, und hatte man deren 
Berührungspunkt p auf g festzustellen, so wuide man ebenso 
wie vorbei die beiden Hilfs erzeug enden g' und g" eimitteln, so- 
dann diebe Eizeugenden mit dei gegebenen Ebene B^ß^ lo den 
Punkten m und n /um Schnitte bimgen und die Vei bindungsge- 
rade mn^=VD dei letzteien zeichnen, um sotoit die m der Tan- 
gentialebene B'' hegende zweite Erzeugende I zu eihalten. 
Dort wo diese letztere die gegebene Erzeugende g schneidet, er- 
gibt sieh der gesuchte Berührungspunkt p. 

§ 334. 

Zweite Methode. Seien wieder 1,, l, und Ig [Pig. 242, 
Taf. XVII] die drei Leitgeraden, ^9 ^ g eine beliebige Erzeugende 
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des Hyperboloides und p ein auf g willkürlicti gewählter Punkt, 
dessen Tangentialebene zu bestimmeu ist. 

Die Erzeugende g trifft die drei gegebenen Leitger adeu 
|j = d,Vi, lj = dgVa und Ig^^^tlgVg beziehungsweise in den Punkten 
a^, a^ und a^. 

Die Tangeutialebeneu des Hyperboloides in diesen Punkten 
sind offeubai' die drei Ebenen T^, T^ und Tj, welche die besagten 
drei Leitgeraden mit der Erzeugenden g bestimmen. Die Bild- 
flächtracen dieser drei Berührebenen sind die Geraden T^^Sdj, 
Ta=§da und T3=Sd3. 

Bezeichnen wir die zu bestiramende Tangentialebene 
im Punkte p mit B"" und ihre Bildfläehtraee mit B[|, so wird (nach 
Satz, § 326) der von den vier Ebenen Tj^, T^, T3 und B'' gebildete 
Wurf mit dem Puuktwurfe a^a^a^p projektiviseh sein müssen. 

Dies zu Grunde gelegt wird auch der Vierstrahl T^, T^, Tg, B^i 
welcher von deu Bildfläch tracen der vorbe zeichneten vier Ebenen 
gebildet ist, mit a^a^a^p projektiviseh sein. Gestützt auf diese 
Eigenschaft lässt sich B^ folgendermassen bestimmen. 

Wir projizieren zunächst den Punktwurf a^a^a^p von irgend 
einem Punkte f auf eine Gerade Pa, welche durch den Schnitt- 
punkt a^ von T^ und fa^ willkürlich gezogen ist nach (t^tx^ct^r., 
und schneiden die drei Strahlen T^, T^ und T3 durch eine eben- 
falls durch aj gehende Gerade p» in den Punkten ßj, ß^ und ßg. 

Das perspektivische Oentrum S der beiden Reihen x.... 
und ß . . . . erhält man im Schnitte von a^ß^ und «aßg- Der Strahl 
Stc bestimmt auf r, den Punkt p, und dieser mit 5 verbunden, 
liefert bereits die gesuchte Bildfläehtraee B^; denn aus der 
Projektionsreihe (a^agagP) k (a.^a.^agT<:) % (ßißaßsp) i^ (TiTaTgB^) 
folgt direkt die Projektivität des ersten und des letzten Wurfes. 

Wäre umgekehrt durch 59 = 9 [Fig. 242, Taf. XVII] eine 
beliebige Tangentialebene BjB^ zu legen, und sollte deren Be- 
rührungspunkt p bestimmt werden, so bat man die eben be- 
sprochene Konstruktion, jedoch in umgekehrter Ordnung durch- 
zuführen, oder mit anderen Worten, anstatt aus p mit Hilfe von 
S, TU und p die Trace B^ abzuleiten, bat man aus B^ mit Zuhilfe- 
nahme von p, S, t: den Punkt p zu bestimmen. 
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§ 335. 

112. Aufgabe: Durch eine Erzeugende eines liyiiepl)olisclien 
ParaUjoIoldes wird eine Iteliobige Tangentialclbene gelegt; es 

soll der Berührungspunkt derselben hestimmt werden. 

Seien Ij =^ d^Vi und 1^ = d^v^ [Fig. 243, Taf. XVII] die beiden 
Leitgeraden des windschiefen Paraboloides und R, die Fluehttrace 
der Riclitebene für das Erzeugendensystem g. 

Wie bereits (§ 327) gezeigt wurde, erhält man irgend eine 
Erzeugende g des Paraboloides, wenn parallel zur Richtebene R 
eine beliebige Ebene R,Rb göfiibrt wird und deren Scbiiittpunkte 
Bj und aj mit Ij und 1^ durch eine Gerade verbunden werden. 

Die beliebig durch ^ = h(f gelegte Ebene B^Bj repräsentiere 
jene Tangentialebene des Paraboloides, deren Berührungspunkt 
p gefunden werden soll. 

Um somit die gestellte Aufgabe zu lösen, haben wir wieder 
bloss die zweite (dem Systeme 1 angebörende) in der Ebene B"* 
liegende Erzeugende der Fläche zu konstruieren. 

Nachdem die Leitgeraden 1^ und 1^ zwei Erzeugenden des 
zweiten Systems repräsentieren, so ist die Fluehttrace für da^ 
Erzeugendensystem I notwendig die Gerade S, , welche die Flucht- 
punkte Vj und Vj, Yon (^- und 1^ verbindet. 

Im Schnitte V von S, und Bj erhält man bereits den Flncht- 
puukt V der gesuchten, in der Berührebene B" liegenden Erzeu- 
genden I. Naebdem weiter die letztere alle Erzeugenden des 
Systems g' treffen muss, kann ohne weiteres eine solcbe Erzeu- 
gende g' mit Hilfe der Ebene RyR^ bestimmt, deren Schnittpunkt 
n mit der Ebene B'' ermittelt und hierdurch I = Vri gefunden 
werden. Im Schnitte von I und g ergibt sich in p der gesuchte 
Berührungspunkt. 

§ 336. 

113. Aufgabe: Die zu einer gegebenen Ebene parallele Tan- 
gentialebene eines hyperbolischen Paraboloides Ist zu be- 
stimmen und deren Berührungspunkt zu ermitteln. 

Seien wieder 1^ und 1^ oder d^Vj und d^v^, [Fig. 244, Taf.SVII] 
die beiden Leitgeradon und R, die Fluehttrace der Bichtebene für 
das Erzeugendensystem g. 
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Die Bedingung, dass die verlangte Berührebene zu einer ge- 
gebenen Ebene parallel sein solle, läsat sich eentralprojek- 
tiviech bekanntlieh dadurch ausdrücken, dass man die Flueht- 
trace Bj der Berührebene, als mit der Fluchttraee B' der gegebe- 
nen Ebene zusammenfallend, darstellt. 

Die an bestimmende Tangentialebene muss, wie wir wissen, 
eine Erzeugende des Systems g sowohl, als auch eine Erzeugende 
des Systems I enthalten. 

Nachdem der Fluchtpunkt der ersteren offenbar durch den 
Schnittpunkt cp der beiden Muchttracen R, und Bj bestimmt er- 
scheint, so ergibt sieh die besagte Erzeugende g als Sehuittgerade 
95 der beziehungsweise durch Ij und 1^ parallel an 9 gelegten 
Hilfsebenen hjhj und hyb^, während die Bildflächtrace B^ der 
gesuchten Berührebene sofort als die Parallele durch S zu 
BJ erhalten wird. 

Um den Berührungspunkt p dieser Ebene zu bestimmen, 
verfahren wir in derselben Weise, wie in der vorhergehenden Auf- 
gabe dargethan wurde, d. h. wir suchen mittels einer zur ßicht- 
ebene R, parallelen Ebene R,,Rb eine Hilfaerzeugende g', ermitteln 
den Schnittpunkt n derselben mit der Ebene B^B^ und verbinden 
den letzteren mit dem Schnittpunkte <p' von Bj und S, ^VjVg, 
wodurch die in B^B^ liegende Erzeugende I = cp'S', und im Schnitte 
derselben mit g der verlangte Berührungspunkt p erhalten wird. 

Bemerkung. Das hyperbolische Paraboloid wird von der 
unendlich fernen Ebene in jenem Punkte berührt, in wel- 
chem sieh die unendlich fernen Erzeugenden beider Sy- 
steme treffen. Die Centralprojektion des Berührungspunktes der 
besagten Ebene mit dem Päraboloide wird mithin durch den Schnitt- 
punkt U der Fluchttraeen R, und S, beider E-ichtebenen dargestellt. 

Aus der Theorie der Flächen zweiten Grades ist (§ 306) be- 
kannt, dass jede durch U gehende Gerade einen Durchmesser 
des Paraboloides repräsentiert. Eine dieser Geraden ist die 
Achse des Paraboloides und die Berührebene in dem End- 
punkte (Scheitel) dieser Achse steht zu der letzteren senkrecht. 

Würde nun Bj statt einer beliebig gegebenen Fluchttraee die 
Normalenfluchttrace des Punktes U darstellen, so würde die 
soeben durchgeführte Konstruktion in BJbJ die Scheiteltangen- 
tialebene, in p den Scheitel und in pU die Achse des Pa- 
raboloides liefern. 
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§ 337. 

114. Aufgabe: Es Ist eine zu einer gegebenen Ebene parallele 
Tangential el>ene eines n^ndschicfen Hyperboloides zu kon- 
struieren. 

Die drei Leitgeraden für das gegebene Hyperboloid seien 
(^=diVi, la^dgVa, Ig^cIgVs [Fig. 245, Taf.XVni]; B« stelle die 
Flnehttraee der zu bestimmenden Berübrebene vor. 

Da die verlangte Tangentialebene eine Erzeugende des Systems 
g sowohl, als auch eine Erzeugende des Systems I enthalten muss, 
so wird unsere Aufgabe offenbar nur darin bestehen, jene Erzeu- 
genden des Hyperboloides zu konstruieren, deren Fluchtpunkte in 
der gegebenen Fluchttracc ß« liegen. 

Zu diesem Zwecke wird zu berücksichtigen sein, dass, da 
selbstverständlich alle Erzeugenden des Hyperboloides reelle un- 
endlich ferne Punkte besitzen, die Fläche selbst notwendig eine 
reelle unendlich ferne Kurve besitzen müsse. Besagte Kurve 
wird, wie jeder andere ebene Schnitt des Hyperboloides, eine 
Kurve zweiten Grades sein; ihre Centralprojektion K, wird 
offenbar durch den geometrischen Ort der Fluchtpunkte aller 
Erzeugenden dargestellt erscheinen. 

Drei Punkte der Kurve K, sind bereits in den Fluchtpunkten 
v^, Va und Vg der drei Leitger ad eu gpgeben; die Tangenten von 
Ku in zweien dieser Punkte zu finden, wird nun keinerlei Schwie- 
rigkeit bieten. 

Denken wir uns nämlich durch die Leitgeraden Vgdg^^ 1^ und 
V3dg=l3 [Fig. 246, Taf. XVIII] die Ililfsebenen HJH^ und HJHg 
parallel zur Leitgeraden v^tf^^li gelegt, so schneiden sich die- 
selben in der zu 1^ parallelen Erzeugenden Si^^^v^S^. Die durch 
1^ und flj gelegte Ebene AJA^ ist sodann eine Tangentialebene 
des Hyperboloides und der unendlich ferne gemeinschaftliche Punkt 
der beiden Geraden g^ und i^ ihr Berührungspunkt. Nach 
§ 263 ist die unendlich ferne Gerade der Ebene Au'Aa gleichzeitig 
die Tangeute der unendlich fernen Kurve des Hyperboloides 
in dem genannten Punkte; ihre Fluchttracc AJ wird mithin die 
Tangente der Kurve K„ im Punkte V^ sein. In gleicher Weise 
bestimmt die asymptotische Ebene der beiden zu einander pa- 
rallelen Erzeugenden Ig und g^, d. i. die Berührebeue AiA^ des 
Hyperboloides in dem unendlich fernen Punkte dieser Erzeugenden 
die Tangente Ay von Ky in V^. 
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Durch die fünf Elemente v^, v^, V3, AJ, A, ist die Kurve Ky 
zweiten Grades, welche wir, als Ort der Fluchtpunkte aller 
Hyperboloiderzeugeiideu, die „Muchtkurve" des Hyperbo- 
loides nennen wollen, vollständig bestimmt, und es können so- 
mit anstandslos {§ 205) die Schnittpunkte Vj und Vg derselben 
mit der gegebenen Geraden ßy (vermittels eines koUinearen Krei- 
ses K(|) festgestellt werden. 

Der Punkt Vj ist, als Punkt der FlucLtburve Ky, der Flucht- 
punkt einer Erzeugenden, welche sich im Schnitte DjVj der 
durch V^ und d^v, und beziehungsweise der durch V^ und d^Vg 
gelegten Hilfsebenen $iei und eje^ ergibt. 

Pühi't man weiter durch Dj die Parallele B^ zu B, , so reprä- 
sentiert ByBb eine der gestellten Aufgabe entsprechende Berühr- 
ebene des Hyperboloides, deren Berührungspunkt auf bereits 
bekannte Weise (Bemerk, zu § 233) ermittelt werden kann. Auch 
der zweite Punkt Vg liefert eine der obaugeführten Aufgabe ge- 
nügende Tangentialebene, 



115. Aufgabe: Es ist die Kontur eines durch drei Leitgera- 
den gegebenen Hyperhololdes auf der Bilflcticne bei central- 
projettiTisclier Darstellung zu bestimmen. 

Die Kontur irgend einer Fläche auf der Bildebene ist durch 
jene Kurve dargestellt, in welcher der der Fläche aus dem Pro- 
jektionscentrum umschriebene Kegel die Bildebene schneidet. 

Dies zu Grunde gelegt, folgt aus den allgemeinen Eigen- 
schaften der Kegelfläehen, dass die Bildflächtrace jeder Tan- 
gentialebene des umschriebenen Kegels, d. i, die Bildflächtrace 
jeder durch das Projektionscentrum gehende Tangentialebene 
der Fläche selbst, eine Tangente der Konturkurve reprä- 
sentiere. 

Ist die besagte Fläche ein windschiefes Hyperboloid, so 
ist, vrie wir bereits wissen, jede durch eine Erzeugende (des einen 
oder des anderen Systems) gelegte Ebene eine Tangentialebene. 
Es wird mithin die Central projektion jpder einzelnen Erzeugenden, 
da sie die Bildflächtrace der durch diese Erzeugende gehenden 
ceutralprojiziereuden Ebene darstellt, eine Tangente der Kou- 
turkurve repräsentieren, oder mit anderen Worten: die Kontur- 
kurve des Hyperboloides ist die Einhüllende der Central- 
projektionen aller Erzeugenden der Fläche. 
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Weiter ist aber die besagte Kontur, da das Hyperboloid und 
folglich auch der demselben aus dem Projektiousceuti-um umschrie- 
bene Kegel vom zweiten Grade ist, eine Kurve zweiten Grades. 
Dieselbe wird demgemäss durch fünf Tangenten vollständig be- 
stimmt sein. 

Als drei dieser Tangenten können unmittelbar die Central- 
projektionen 1^, Ig und !g der drei Leitgeraden d^Vj, d^v^, d^Vj 
[Fig. 246, Taf. XVIII] angesehen werden, während sich zwei wei- 
tere Tangenten als die Centralprojektionen g und g' irgend zweier 
Erzeugenden des Hyperboloides ergeben. 

Auf Grund dieser Daten wird es nunmehr auch keine Schwie- 
rigkeiten bieten, die Konturkurve K selbst, oder ein Paar 
konjugierter Durohmesser derselben zu konstruieren. 

Zu letzterem Zwecke könnte man allenfalls mittels des Brian- 
chon'sehen Satzes (§ 144) die Berührungspunkte zweier der fünf 
Tangenten, etwa von 1^ und Ig, bestimmen, und hierauf die Kon- 
turkurve K kollinear auf einen Kreis beziehen, welcher entweder 
diesen beiden Tangenten, oder auch einem anderen Tangentenpaare 



116. Aufgabe: Ein ebener Schnitt eines Hyperboloides ist 
dui'ch zwei konjugiei-te Durcltmesser dai-zustellen. 

Nachdem jede Erzeugende eines windschiefen Hyperboloides 
als gerade Linie einen unendlich fernen Punkt hat, so ist not- 
wendig auch der Schnitt des Hyperboloides mit der unend- 
lich fernen Ebene eine reelle Kurve Ug zweiten Grades. 

Das Hyperboloid besitzt infolgedessen auch einen reellen 
Asymptotenkegel, welcher bekanntlich seinen Scheitel im Mit- 
telpunkte des Hyperboloides hat. 

Da jede Erzeugende des Asymptotenbegels durch einen Punkt 
der unendlich fernen Kurve Ug des Hyperboloides geht, so ist die- 
selbe notwendig mit jenen beiden Erzeugenden der zwei Systeme 
parallel, welche durch den nämlichen Punkt von Ug gehen. 

Die Centralprojektion der Kurve U^ ist diejenige Kurve, 
welche wir an früherer Stelle {§ 337) als die „Fluchtkurve" des 
Hyperboloides bezeichneten. 

Jede Ebene schneidet das Hyperboloid in einer Kurve zwei- 
ten Grades. Die letztere kann selbstverständlich alle drei Formen 
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annehmen, kann also eine Ellipse, (speziell ein Kreis), eine Hy- 
perbel oder eine Parabel sein. 

Hat die uuendlieh ferne Gerade der schneidenden Ebene 
mit der TOrgenannten unendlich fernen Knrve Uj, oder, was 
dasselbe ist, hat die Flnchttrace der sehneidenden Ebene nüt 
dei' Fluchtknrve des Hyperboloides zwei nicht reelle, be- 
Kiehuugsweise zwei relle Punkte gemein, so ist die Schnittknrve 
eine Ellipse resp, eine Hyperbel. 

Im letzteren Falle existieren in jedem der beiden Brzeugen- 
densysteme des Hyperboloides zwei zu der schneidenden Ebene 
parallele Geraden, d. s. jene Erzeugenden, welche durch die 
¥orgenannten zwei unendlich fernen Punkte gehen. 

Berührt endlich die Flnchttrace der schneidenden 
Ebene die Fluehtkurve des Hyperboloides, ist also diese Ebene 
zu einer asymptotischen Ebene des Hyperboloides (Tan- 
gentialebene des Asymptotenkegels) parallel, so ist die Schnitt- 
kurye eine Parabel. 

Sind nnu d^Vi = 1^, daVs, = I3 und ^3^3=^ i^^S- 247, 
Taf. SVIII] die drei Leitgeraden für das Hyperboloid und ist 
EuEb die schneidende Ebene, so wird man finden, dass, wenn man 
sich (wie in § 337 angedeutet) die Fluehtkurve des Hyper- 
boloides bestimmt denkt, dieselbe mit der Traee E, keine reel- 
len Punkte gemein hat, dass also die diesfallsige Schnittknrve 
eine Ellipse sein werde. 

Um zwei konjugierte Durchmesser dieser Schnittknrve 
K zu finden, bestimmen wir zunächst die drei der Kurve K ange- 
hörenden Schnittpunkte a^, Hg und 83 von 1^, 1^ und I3 mit 
der Ebene E,Ei,. 

Legt man femer (mit Hilfe der beiden Geraden S9^=aja2 
und S'<p'^aia3) durch a^ und d^Vg beziehungsweise durch aj 
und dgVg die beiden Hilfsebenen ti^h» und hjh^, so schneiden sich 
dieselben in der durch a^ gehenden Hyperboloiderzeugenden 
9j5i. Die Tangentialebene TJT|, des Hyperboloides im Punkte 
Bj erscheint demnach durch djV^ und S^^i bestimmt. Im Schnitte 
derselben mit der Ebene E,Eb erhalt man somit (§ 263) die Tan- 
gente t^ der Schuittkurve K im Punkte a^. 

Auf gleiche Weise kann auch die Tangeute t^ von K im 
Punkte a^ ermittelt werden, so dass nunmehr die Schnittkurve 
K durch die fünf Elemente a^, a„ a^, i^ und t^ 
bestimmt ist. 
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Um nach dieser Vorbereitung zwei konjugierte Durch- 
messer dieser Kur^e zu erhalten, beziehen wir ihre Ceutral- 
projektion kollinear auf irgend einen, die Geraden i^ und t^ 
berührenden Kreis K,,. 

Bestimmen wir den Halbiernngspunkt der Strecke a^a^ een- 
tralprojektivisch als den mit dem Fluchtpunkte 9 von ajHg kon- 
jugiert harmonischen Punkt a des Paares a^, a^ {§ 160), so wird 
die Gerade AÄ, welche a mit dem Schnittpunkte C von t^ und t^ 
verbindet, bereits die Centralprojektion eines Durchmessers 
der Sehnittkurve repräsentieren. 

Die Endpunkte m und n erhält man auf bekannte Weise 
durch kollineare Übertragung der Punkte m,, und n^, in welchen 
AÄ den Kreis Kg trifft. Der Durehmesser mn ^ A halbiert die 
Sehne a^a^; der ihm konjugierte Durchmesser i' wird daher 
parallel zu a^a^ sein und mithin durch den Fluchtpunkt cp gehen. 

Um das Bild dieses Durchmessers zu erhalten, denken 
wir uns die beiden parallelen Tangenten 9m und 911 der Sehnitt- 
kurve gezogen, und die Strecke f).v ihrer Durch stosspunkte [x und 
V in u halbiert. Hiernach repräsentiert 90 = ^' die Central- 
projektion des verlangten Durchmessers d. i. jener Gera- 
den, welche durch den Halbierungspunkt des Abstandes der ge- 
nannten zwei Tange uten geht. 

Um endlich die Bndpunkte des Durchmessers A' zu ein- 
halten, suchen wir die ihm kollinear entsprechende Gerade A'^ 
und führen deren Schnittpunkte p,, und q„ mit dem Kreise Kq 
(vermittels der entsprechenden Kolli neationsstrahlen) nach p resp. 
q zurück. Es erscheinen hiermit in mn und pq die Centralpro- 
jektionen zweier konjugierter Durchmesser der Sehnitt- 
kurve K dargestellt. 

§ 340. 
117. Aufgabe: Durch direkte Konstruktion sind die Asymp- 
toten eines hyperbolischen ebenen Schnittes eines windschie- 
fen Hyperboloides zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns {wie in § 337, Aufgabe 
114) die zur schneidenden Ebene EyEb parallelen Erzeugenden Jj 
und gg bestimmt. 

Die Fluchtpunkte (p^ und (pg dieser Erzengenden stellen gleich- 
zeitig die Bilder der unendlich fernen Punkte der Schnitt- 
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hyperbel vor, sintl dalier die gemeinscliafilichea Punkte der 
Fluehttraee ^ und der Fluchtkurve des Hyperboloides. 

Die Tangenten Ä„' und A« dieser Fluchtkurve in 9^ und 9^ 
repräsentieren die Fluchttracen der asympiotisebeu Ebenen 
hih^ und ÄjÄ^ der Erzeugenden g^ und g^. 

Die gesuchten Asymptoten werden mitbin {§ 263) durch 
die Scbnitt^eraden der Ebene EvEj, mit den beiden Ebenen ÄJAb 
und Au/iu dargestellt ersclieinen. 

Die Centralprojektion der Sebnitthyperbel wird eine 
Kurve zweiten Grades sein, welche von den beiden gouanutcn 
Sehnittgeraden beziehungsweise in ^j^ und (p^ berührt wjrd. 

§341. 

1 i 8, Aufgabe : JD*!® Asyitif totem elEe§ üncliebägeB elbeaen Scluiit" 

tes eines JkyjiwerSjolIscIieäi PawbolöMös sliiil äjadi dire]ö:t(B 

Konstraktloiti sra litestimmeno 

Das hyperbolische Parabel oid sei durch zwei Erzen geuden 
li=d,Vi und 53 = 0^^3 [Fig. 248, Taf. SVIII] des Systemes 1 
und durch die Fluehttraee R» der Richtebene fä für das Erzeu- 
gendensystem g gegeben. Die Fluehttraee S^ der Hichtebeae für 
das Eraeugendensystem I ergibt sich hierbei als die Verbinduugs- 
gerade der beiden Fluchtpunkte Vj und Vj, Die Tracen der schnei- 
denden Ebene seien E„ und Ej,. 

Welche Laife nun auch die Ebene E„Eb im allgemeinen haben 
mag, ihre Fluehttraee E„" wird die Fluchttraceu ^v und §v stets 
in zwei reellen Punkten 9 und v schneiden; die Schnittkurve 
des hyperbolischen Paraboloides mit der Ebene EvEd wii-d 
also eine Hyperbel sein, deren unendlich ferne Punkte ceutral- 
projektivisch in den Fluchtpunkten ^ und v darg^tellt sind. 

Geht jedoch die Fluehttraee Ev speziell durch den Schnitt- 
punkt y von Rv und Su, d. h. ist die Ebene E„Eb parallel zur 
Schnittgeraden beider Richtebenen, so fallen die beiden 
Punkte ^ und V mit U zusammen; es wird demnach die Schnitt- 
kurve eine Parabel sein, deren unendlich ferner Punkt 
centralprojektiviscb durch U dargestellt ist. 

Um im allgemeinen die Asymptoten der Sehnittbyperbel 
zu finden, ermitteln wir die dem Fluchtpunkte 9 entsprechende, 
also zur Ebene E, ^d parallele Erzeugende ^S^g als Schnittge- 
rade der durch 9 und (^ resp. I^ gelegten Hilfsebeneu fljhb und 
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bvfi|. Mittels einer beliebigen, zur RicLtebene R parallel gelegten 
Hilfsebene RyRI,, ergibt sich anf bereits bekannte Weise eine Er- 
zeagende f des Systems g. 

Denken wir uns weiter ctm-cb V und die Erzeugende g^S(p 
die Ebene E,eb gelegt. Besagte Ebene trifft die Gerade y in einem 
Punkte a, welcher offenbar jener Erzeugenden I = dv des Systems 
I angehört, deren Fluchtpunkt v ist, also zu EyEb parallel läuft. 

Wenn man berückaiehtigt, dass die Pluchttrace R, die Cea- 
tralprojektion der unendlich fernen Erzeugenden des Sy- 
stems I repräsentiert, so ist einleuchtend, dasa die durch 9 = 59 
gelegte Ebene R,Rb die Tangentialebene des Paraboloides 
im unendlich fernen Pudkte (p (d. h. die der Erzeugenden 
g=r^5tp entsprechende asymptotische Ebene) darstellt. 

Die Schnittgerade (pD^ = Si der Ebene RvRb mit der Ebene 
E,Eb muss daher (§ 263) die Tangente der Schnittkurve in 
9, d. h. die eine Asymptote der letzteren sein. 

In gleicher Weise wird die durch l = dv gelegte asympto- 
tische Ebene S^Sf, von ((v = l die Ebene EvEb in der zweiten 
Asymptote Sg^^'^a der Hyperbel schneiden. Der gemeinschaft- 
liche Punkt M Ton S^ und 2^ ist das Bild des Mittelpunk- 
tes der Schnitthyperbel. 

§342. 

119. Aufgabe: Es ist der Schnitt der Bildebene mit irgend 

einem, einem hyiterlttoliselien Paraboloide iimselirieljcDen 

Cylinder zu konsti'uieren. 

Das windschiefe Paraboloid sei durch die beiden Leitgeraden 
|j = djV,, Ia = dgVs [Pig. 249, Taf. XVIII] und die Pluchttrace 
R, der Richtebene für das Erzeugendensystem g gegeben. V stelle 
den gemeinschaftlichen Fluchtpunkt der Erzeugenden des CyKn- 
ders vor. 

Nachdem jede Ebene, welche durch eine Erzeugende des Pa- 
raboloides gelegt wird, das letztere in einem Punkte dieser Er- 
zeugenden berührt, so werden die zu V parallelen Tangentialebenen 
des Paraboloides und des umschriebenen Cylinders nur jene Ebenen 
sein, welche durch die Paraboloider zeugenden parallel zu V geführt 
werden können. Die Schnittkurve des umschriebenen Cylindera 
mit der Bildebene wird sodann offenbar die Einhüllende der 
Bildflächtracen aller dieser Ebenen sein. 
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Da aber anderseits das hyperbolische Paraboloid, also aucli 
jeder demselben umsehiebene Cylinder vom zweiten Grade ist, 
wird das Gleiche auch von der genannten Schnittkurve gelten, 
und nachdem weiter jeder dem Paraboloide umschriebene Cylin- 
der ein parabolischer Cylinder ist, wird die besagte Schnittkarve 
notwendig eine Parabel sein müssen. Letzteres bekanntlich auch 
deswegen, weil die unendlich ferne Ebene selbst eine Tan- 
gentialebene des hyperboliseben Paraboloides vorstellt, und 
diese gleichzeitig die unendlich fernen Scbeitel aller umschriebenen 
Cylinder enthält. 

Legt man daher durch I^ und l^ parallel zu V die beiden 
Ebenen Bv'Bä und B,'B^ [Fig. 249, Tai XVIII], so werden deren 
Bildflächtracen Bi = i^ und Bg = tj zwei Taugenten der vorer- 
wähnten Parabel darstellen. Ermittelt man ferner zwei Erzeugen- 
den g( und g^, so werden auch die Bildflächtracen Bg ^= t3 und 
B£ = tj der durch dieselben parallel zu V gelegten Ebenen Bg and 
B^ zwei Tangenten der Parabel repräsentieren. Die letztere Kurve 
ist somit durch t^, tj, t^, t^ vollständig bestimmt, und können 
mittels ähnlicher Reihen [t4(a^o(2a3a4 . - .) und ^^(ßißaßBß* ■ ■ ■)] 
beliebig viele (§ 175) weitere Tangenten konstruiert werden. 
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Vin. Absolinitt. 
Windscliiefe Fläelien höherer Ordnung. 

XVII. Kapitel. 

Allgemeine Eigenschaften. 

§343. 

An früherer Stelle (§ 319) wurde gezeigt, dass jede wie immer 
beschaffene windschiefe Fläche durch drei willkürlich auf ihr 
angenommene Linien, welche als „Leitkurven" für die geradlinigen 
Erzengenden der besagten Fläche dienen, vollkommen bestimmt sei. 

Nehmen wir nun an, diese drei Leitknrven seien Cj, Cg, Cj 
[Fig. 250, Taf. XVUI]; während g eine beliebige Erzeugende der 
Fläche d, i. eine Gerade vorstelle, welche jede der drei Leit- 
knrven C^, Cg und C3 beziehungsweise in je einem Punkte, a^, a^, a^ 
schneidet. 

Wählen wir auf g irgend einen Punkt a,, so wird die Tan- 
gentialebene der windschiefen Fläche in demselben (Satz 2, § 262) 
durch g gehen. Um diese Tangentialebene vollkommen zu be- 
stimmen, kann man auf der Fläche irgend eine durch a^ gehende 
Kurve, allenfalls einen durch a» gehenden ebenen Schnitt Cx, 
konstruieren. 

Die betreffende Tangentialebene im Puukte a^ der Fläche ist 
sodanu diejenige, welche durch g und durch die Taugente tx der 
Kurve C, im Punkte ax geführt werden kann. 

Dieser Konstruktion entnehmen wir einige, auf windschiefe 
Flächen bezughabeude wichtige Eigenschaften. 

Vor allem wissen wir, dass die Tangente tx von Cx mcht 
nur durch a«, sondern auch durch den unmittelbar auf a« fol- 
genden Punkt al der Kurve Ci geht. Dieser Punkt al, gehört 
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aber offenbar aach der unmittelbar auf g folgenden Erzeu- 
genden g' der Begelfläcbe an. 

Die Tangentialebene der Fläcbe in einem anderen Punkte a, 
von g wird ebenfalls durch einen unendlich nahe an a, liegen- 
den Punkt aj Ton g', gleichzeitig aber auch durch g gehen. 

Nachdem aber g und g' zwei sieh nicht schneidende Geraden 
sind, so können im allgemeinen die beiden Tangentialebenen 
in a« und ay nicht zusaramenfalleu; es wird also jedem der 
unendlich fielen Punkte a» . . . auf g eine andere durch g gehende 
Tangentialebene entsprechen; sowie nmgekehrt, jede durch g ge- 
legte Ebene die windschiefe Flache nur in einem bestimmten 
Punkte von g berühren wird. Es besteht daher der Satz: 

„Jede durch eine Erzeugende einer beliebigen windschiefen 
Fläche geführte Ebene berührt diese Fläche in einem Punkte der 
genannten Erzeugenden," 

§344. 

Seien Cj, C^, Cg [Fig. 250, Taf. XVIH] die drei Leitgeraden 
einer windschiefen Fläche F, g eine Erzengende der letzteren, und 
tji tai ta die Tangenten in jenen Punkten a^ a^, a^ in welchen 
9 die Kurven C^, C^, Cg trifft. 

Die unmittelbar auf g folgende Erzeugende g' gebt durch 
die unmittelbar auf a^, a^ und a^ folgenden Pnnkte a',, a'^ und a'j 
der Kurven C^, C^ und Cj, muss daher notwendig in denselben 
Punkten a',, a^ und a, auch die drei Tangenten t^, t^ und tg 
treffen. 

Nachdem diese drei Tangenten sich im allgemeinen nicht 
achneiden, so kann man dieselben auch als die drei Leitgeraden 
eines windschiefen Hyperboloides H ansehen, dem die Eigen- 
tümlichkeit ankommt, dass die beiden Erzeugenden g und g' der 
windschiefen Fläche F gleichzeitig auch Erzeugenden des Hyper- 
boloides H sind. 

Denken wir uns die Tangentialebene Tk des Hyperboloides 
im' Punkte ax von g gelegt, d.i. jene Ebene bestimmt, welche die 
Erzeugende g und die durch ax gehende Erzeugende tx des an- 
deren Systems (i) enthält. 

Die Gerade t, geht gleichzeitig durch einen unendlich 
nahe an a« gelegenen Punkt aj, von g', repräsentiert dalier eine 
Tangente der windschiefen Fläche F in ax- Hieraus folgt un- 

Peschka, Freie ParepekllTe. 29 
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mittelbar, dass die Ebene Jx »ucli die windschiefe Fläche F 
in a^ beröhrt. Dasselbe wird von der Tangentialebene T, in je- 
dem anderen Punkte von g gelten, daher die windschiefe Fläche 
F mit dem Hyperboloide H t= (titgts) längs der Erzeugenden 
g eine Berührung eingeht. 

Wenden wir nun auf dieses Hyperboloid H den in § 326 auf- 
gestellten Satz an, so ergibt sich unmittelbar: 

„Die durch eine helieUge Erzeugende einer windschiefen Mache 
gehenden Tangentialebenen bilden ein Ebenenbüschel, welches su der 
Beihe ihrer Berührungspunlcte auf dieser Erzeugenden projeMi- 
visch ist" 

Aus diesem Satze lässt sieh mit Leichtigkeit ein weiterer 
ableiten. 

Haben irgend zwei windschiefe Flächen eine gemeinschaft- 
liche Erzeugende g und berühren sieh dieselben in irgend 
drei Punkten aj, a^ und Bg dieser Erzeugenden, d. h. besitzen 
die beiden Flächen in diesen Punkten dieselben Tangentialebenen 
T^, Tg, Ts und bestimmt man eine weitere durch g gehende Ebene 
Tx so, dass die vier Ebenen T^, Tg, Tg, Tx mit den vier Punkten 
aj, Hg, 83 und ax auf g projektivisch sind (wobei a, beliebig an- 
genommen sein mag), so wird, dem vorstehenden Satze entspre- 
chend, die Ebene Tx beide Flächen in a« berühren. Das 
Gleiche gilt von jedem anderen Punkte ax auf g; es besteht so- 
nach der Satz: 

„ Raben zwei windschiefe Flächen eine Erseugende gemein, und 
berühren sich dieselben in drei Punkten dieser Erzeugenden, so be- 
rühren sie sich notwendig auch in aUen anderen Punkten derselben 
Er2eugendm." 

Nachdem drei sieh nicht schneideude Geraden im Räume, 
welche gegenseitige Lage sie auch sonst haben mögen, immer ein 
■windschiefes Hyperboloid bestimmen, so kann man stets auch durch 
drei unmittelbar aufeinander folgende Erzeugenden einer " belie- 
bigen windschiefen Flache ein windschiefes Hyperboloid legen. 

Denkt mau sich sodann diese windschiefe Fläche und das 
Hyperboloid durch eine beliebige Ebene geschnitten, so erhält man 
zwei Kurven, welche drei iinendlich nahe aneinander liegende 
Punkte geraein haben, welche sich also ,,oskulieren". 

Nachdem dasselbe von jeder beliebigen schneidenden Ebene 
gilt, so sagt man, dass die beiden Flächen selbst sich oskulieren, 
und bezeichnet daher das vorgenannte Hyperboloid als das 
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„Schmiegungs-" oder „Oskulationshyperboloid" A%y windschiefen 
Fläche längs einer Erzengenden, und zwar längs jener Erzeugen- 
den, welche man ala die Vereinigung der Torgenannten drei un- 
endlich nahen Erzeugenden auffassen kann. 

Die Erzeugenden des Scliraiegungshyperholoides haben 
mit den drei unmittelbar aufeinander folgenden Erzeugenden der 
windschiefen Fläche drei Punkte gemein, sind mithin Ueraden, 
welche auch mit der Fläche drei unmittelbar aufeinander fulgeade 
Punkte gemein haben; sie stellen also „Inflexionstangenten" dieser 
Fläche vor. 

Nachdem endlich ein windschiefes Hyperboloid, dessen 
drei Leitgeraden zu einer und derselben Ebene parallel sind, be- 
kanntlich in ein hyperbolisches Paiaboloid uheigelit, so i'st 
einleuchtend, dass die „Osk-ulationsregelfldihen" em er windschiefen 
Fläche, welche eine Bichtungsebene besitzt, duichgangig hf/ptr- 
boUscke Faraholoide si 



XVm. Kapitel. 

Konoide, Cylindroid, Wölbfläehe. 

§345. 

Der einfachste Weg, windschiefe Flächen zu unterschei- 
den oder zu klassifizieren ist der, welcher sich auf die Natur ihrer 
Leitlinien bezieht. 

Hiernach werden als die einfachsten windschiefen Flächen 
das Hyperboloid und das hyperbolische Paraboloid zu gelten haben, 
da deren Leitlinien „Geraden" sind. 

In die nächste Klasse gehören jene windschiefen Flächen, 
welche zwei gerade Leitlinien I^ und 1^ und eine Leit- 
kurve Cr der n-ten Ordnung besitzen. 

Die Ordnung einer solchen Fläche ist durch die Zahl der 
Erzengenden ausgedrückt, welche eine beliebige Gerade h 
treffen, d. h. also jener Geraden, welche die drei Geraden ij, 1^, h 
und die Kurve Cn schneiden. Diese Zahl ist aber, wie man sofort 
erkennt, auch die Zahl jener Erzeugenden des Hyperboloides 

39* 
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(Ij, lg, h). welche die Kurve Cn treffen, also die Zalil lÜer Punkte, 
welche das genannte Hyperboloid mit Cn gemein hat. 

Benützen wir den von Bezont aufgestellten Satz, dass die 
Anzahl der geraeinschaftliclien Punkte einer Fläche n-ter 
Ordnimg und einer Kurve ti'-ter Ordnung gleich nn' sei, so fin- 
den wir als Ordnung der windschiefen Fläche (Ip Ij, C) die 
Zahl 2n. 

Ist die eine Leitgerade einer derartigen windschiefen Fläche 
unendlich ferne, ist also die eine Leitgerade durch eine „Richt- 
ebene", zu welcher die Erzeugenden der Fläche parallel 
sind, ersetzt, so wird die so hervorgebrachte Fläche ein „Konoid" 



Das einfachste Konoid ist jene windschiefe Fläche, deren 
Erzeugenden zu einer gegebenen Richtebene parallel sind, über- 
dies aber eine Leitgerade und eine Leitkurve zweiten Gra- 
des (einen Kegelschnitt) schneiden. Man bezeichnet dieses Konoid 
als „Kegelschniükonoid" , und insbesondere dann als ein „gerades", 
wenn die Leitgerade zur Richtebene senkrecht steht, 

Die Leitkurve eines Konoides kann auch durch eine Leit- 
fläche, wie beispielsweise im „Kugelhonoide" durch eine Kugel 
ersetzt sein. In diesem Falle sind jene Geraden die Erzeugen- 
den der Fläche, welche zur Richtebene parallel sind, die Leit- 
gerade sehneiden und die Kugel (Leitfläche) berühren. 

Eine zweite Gattung von windschiefen Flächen ist dadurch 
charakterisiert, dass sie bloss eine Leitgerade I und zwei 
Leitkurven Cn, und Cn, von den bezüglichen Ordnungen n^ und flg 
besitzen. 

Die Ordnung dieser Flächen wird wieder durch die Zahl 
der Erzeugenden bestimmt, welche irgend eine Gerade h treffen, 
d. i. durch die Zahl jener Geraden dargestellt, welche gleich- 
zeitig ), h, Cm und Cnj schneiden. Besagte Zahl ist stets gleich 
der Anzahl der Schnittpunkte der Regelfläche (I, h, Zn,) 
mit der Kurve Cn^. 

Da aber, wie vorher gezeigt wurde, die Ordnung der erateren 
gleich 2nj ist, so folgt, dass im vorliegenden Falle (nach dem 
Bezout'schen Satze) die Ordnung einer derartigen Fläche 
gleich Stiitig sei. 

Als besonders bemerkenswerte Flächen dieser Gattung sind 
die „Wölhfläche" und das „Cylindroid" zu nennen. 
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Die erstere der genannten Flächen, d. i, die Wölbfläohe, 
hat zu Leitkurven zwei gleich grosse in parallelen Ebe- 
nen liegende Kreise. Die Leitgerade steht zu diesen Ebenen 
senkrecht und gebt durch jenen Punkt, welcher die Verbin- 
dungsgerade der Mittelpunkte beider Leitkreise halbiert. 

Das Cylindroid kann auf nachstehende Art erzeugt gedacht 
werden. Man schneidet einen horizontal hegenden Cylinder zwei- 
ten Grades durch zwei nicht parallele vertikale Ebenen Ej und Eg 
in den bezüglichen Kurven C^ und C\, und verschiebt eine der- 
selben, etwa die Kurve C^ iu vertikaler Richtung um irgend 
eine beliebige Strecke nach Ca- Verbindet man sodann jene Pankte- 
paare von C^ und C^, welche vor der Verschiebung den nämlichen 
Cjlindererzeugenden angehörten, geradlinig miteinander, so er- 
hält man die Erzeugenden des Cylindroides. 

Wie leicht einzusehen, sind C^ und Cg die beiden Leitkurven 
der Fläche, während die in unendlicher Entfernung liegende 
Leitgerade durch eine Kichtebene ersetzt erscheint, welche pa- 
rallel zu den Cyl Inder er zeugenden und gleichzeitig parallel zu der 
Verschiebungsrichtung der Kurve C,, also vertikal ist. 

Die dritte und allgemeinste Art windschiefer Flä- 
chen besitzt keine Leitgerade, sondern drei Leitkurven 
Cn„ Cnj, Cnj, die wir von den bezüglichen Ordnungen n^, n^, n^ 
voraussetzen wollen. Durch analoge Schlösse, wie in den beiden 
früheren Fällen, findet mau, dass die Ordnung einer derartigen 
Regelfläche gleich 2ningn3 ist. 

Die für die drei Typen von Eegelflächen gefundenen 
Ordnungszahlen 2nj, 2nin3, 2niRgng gelten jedoch nnr dann, 
wenn die Leitkurveu keine gemeinschaftlichen Punkte be- 
sitzen. Diesfalls sei hier nur bemerkt, dass, wie übrigens selbst- 
verständlich, durch das Vorhandensein solcher Punkte die Ord- 
nungszahl stets erniedrigt wird. 

Wie schon mehrmals hervorgehoben wurde, besitzt jede 
windschiefe Fläche, da den sämtlichen Erzeugenden derselben, als 
geraden Linien, reelle unendlich ferne Punkte zukommen, 
einen reellen unendlich fernen Schnitt. 

Mau kann daher stets auch eine der Leitkurven einer 
Regelfläche in unendlicher Entfernung voraussetzen. Besagte 
Leitkurve kann als unendlich ferne Kurve eines als bekannt an- 
genommenen Kegels, dt 
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den jene der Regelfläclie parallel sein müssen, gegeben sein, 
oder, bei centralprojettivischer Darstellimg, als die „Fluchtkurve" 
d. h. als Ort der Pluebtpunkte aller Erzeugenden, gegeben 
vorliegen, 

§346. 

120. Aufgabe: Ein Krpiskoiioid mit einem in der Bil(lel)enc 
liegenden Lcittreise ist gegeben; es sollen einzelne Erzeu- 
genden dieser Fläche l:onstrulei't, nnd besondere Erzeugen- 
den derselben gefunden werden. 

Sei K [Flg. 251, Taf. XVllI] der in der Bildebene liegende 
Leitkreia, l^dv die Leitgerade und R, die Flucbttrace der ßicM- 
ebene des Konoides. 

Um irgend eine Erzeugende der Fläche zu finden, denkeu 
wir una eine beliebige zur Richtebene parallele Ebene RvRb ange- 
nommen. Diese Ebene (und speziell ihre Biidßäcbtrace Rb) schnei- 
det den Leitkreis K in zwei Punkten &^ und S^, während die 
Leitgerade I =^ dv von R,Rj, in einem Punkte a getroffen wird. 
Es sind hiernach sowohl die Gerade g^ = Sja, als auch die Ge- 
rade ga^^Sga Erzeugenden des Konoides. 

Dieser Konstruktion entnehmen wir gleichzeitig, dass durch 
jeden Punkt der Leitgeradeu I zwei Erzeugende gehen, dass 
dieselbe daher eine „Boppdgerade" des Konoides repräsentiert. 

Nehmen wir an Stelle der beliebig gewählten Hilfsebeue 
R,Ri, eine Ebene R,R[i so an, dass deren Bildflächtrace R|, den 
Leitkreis K in einem Punkte i^ berührt. Diese Ebene trifft die 
Leitgerade I in b; es ist somit bi^^T^ wieder eine 1 
des Konoides. Letztgenannte Erzeugende bi^ hat überdies e 
besonderen Charakter. 

Wenn man nämlich die frühere Hilfsebeue R,Rb 
in die Lage RvRb verschoben denkt, so werden sich hierbei die 
Punkte Sj und Sg fortwährend dem Punkte ij, und die beiden 
Erzeugenden gj und g^ der Erzeugenden T^ nähern. Hieraus ist 
ersichtlich, dass in der letzteren eigentlich zwei unendlich 
nahe, in b sieh schneidende Erzeugenden des Konoides ver- 
einigt sind. Infolgedessen hat das Konoid länge T^ den Cha- 
rakter eines Kegels, und wird der ganzen Länge ^};Al = Tl 
nach von der Ebene RvRI, berührt. 

Eine soJche Erzeugende, wie T,, nennt man eine „Torsallinie" 
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der wiüdacliiefen Fläche, während die zugehörige Berührebene RvRIi 
als eine „Torsaleiene" bezeichnet wird. 

Das Kreisfeonoid besitzt ferner noch eine zweite Torsal- 
liiiie, welche durch den Berührungspunkt Ä^ der zweiten zu R, 
parallelen ICreistangente R" geht. 

Denken wir uns die in ganz allgemeiner Lage gewählte Hilfs- 
ebene RjRb ao lange verschoben, bis dieselbe durch den Durch- 
stosspunkt d der Leitgeraden I geht untl sonach durch Bv(Rb) 
dargestellt erscheint. Sind diesfalls d[ und d2 die Schnittpunkte 
von (R|,) mit dem Leitkreise K, so erkennt man ohne weiteres, 
dass an die Stelle der Erzeugenden g^ und g^ die beiden in der 
Bildflächtrace (Rh) =^ G vereinigten^Erzengenden ddj nnd dd^ 
treten. Die Gerade 6 ist daher eine „Doppelerzeugmde" des 
Konoides. 

Die Erzengenden des besprochenen Konoides können übri- 
gens auch durch eine andere Konstruktionsweise erhalten 
werden. Indem vfir diese hier anschlieasen, wollen wir gleich- 
zeitig auch nach weitereu Resultaten suchen. 

Legt man nämlich durch die Leitgerade I=^dv [Pig. 251, 
Taf. XVni] eine beliebige Hilfsehene evGf,, deren Bildflächtrace 
Bb den Leitkreis K in den Punkten S^ und 5^ trifft, während sich 
die Flnchttracen e« und R, in ipg schneiden, so repräsentieren die 
Geraden 931=9353 und gi^tpgS^ zwei parallele Erzeugenden 
des Konoides, woraus ersichtlich wird, dass durch jeden Punkt 
<P3 . . . der unendlich fernen Leitgeraden zwei Erzeu- 
gende des Konoides gehen, dass also die unendlich ferne Leit- 
gerade ebenfalls eine Doppelgerade des Konoides vorstellt. 

Wenu mau weiter die Hilfsebene 6,6^ um I so lange dreht, 
bis ihre Bildflächtrace e[, mit einer Tangente des Leitkreises zu- 
sammenfällt, so werden sich hierbei die beiden Punkte S3 and 5^ 
unaufhörlich dem Berührungspunkte A' von e{, nähern, nnd 
werden sich endlich die beiden parallelen Erzeugenden g^ und g^ 
in der Geraden i'tp'^T' vereinigen. Diese letztere Gerade T' ist 
daher auf Grund der früher aufgestellten Definition wieder eine 
„TorsaUinie" der Fläche und ejeb die entsprechende „Torsal- 
ebene" derselben. Eine vierte TorsaUinie ist endlich jene 
Erzeugende, welche der zweiten durch d gehenden Tangente des 
Leitkreises entspricht. 



y Google 



121. Aufgabe; Parallel zu einer gegetieaen Ebene ist an ein 

Kreiskonoid eine Berülirel>ene zn legen und deren Berüli- 

rungspunkt zu ermitteln. 

Sei wieder K [Fig. 252, Taf. XIS] der iu der Bildebene lie- 
gende Leitkreis, l = dv die Leitgerade und Rv die Fluchttrace der 
Riehtebeiie des Konoides, während E„ die Fluchttrace der zu be- 
stimmenden Tangeotialebene darstelle. 

Zunächst werden wir eine zur Tangentialebene parallele Er- 
aeugende des Konoides zu bestinamen, A. i, eine der gestellten Be- 
dingung entsprechende Gerade zu suchen haben, deren Fluehtr 
punkt in E, liegt. Es ist klar, daäs dieser Fluchtpunkt kein 
anderer als der Schnittpunkt V von E„ und Ry sein könne. 

Legt man mithin durch I = dv eine zu V parallele Hilfs- 
ebene evöb, so wird die Bildflächtrace eu derselben den Leitkreis 
K in zwei Punkten Dj und Dg treffen, welche mit V verbunden 
die beiden Geraden DiV = g^ und O^'V = Q^ liefern. Letztere re- 
präsentieren zwei Erzeugenden des Konoides, durch deren jede 
eine der Aufgabe entsprechende Berührebene geht. 

Wählen wir beispielsweise die durch g^ gehende Tangential- 
ebene EvEb- Um den Berührungspunkt derselben zu finden, 
stellen wir folgende Betrachtung an. 

Zieht man die Tangente I' des Leitkreisea K im Punkte Dj, 
so kann diese und die Gerade l = dv als Leitgeraden eines hy- 
perbolischen Paraboloides angehen, und R„ als die Fluchttrace 
der einen fticlitebene desselben betrachtet werden. Selbstverständ- 
lich ist sodann die Erzeugende gj = VD, des Konoides gleich- 
zeitig auch eine Erzeugende dieses Paraboloides. 

Die Ebene, welche durcb g^ und I bestimmt ist, berührt so- 
wohl das Konoid, als auch das Paraboloid in dem Schnittpunkte 
a dieser beiden Geraden. Desgleichen berührt die durch gj und 
I' bestimmte Ebene beide vorgenannte Flächen in dem Punkte D^. 
Weiter ist die durch gj parallel zu Bichtebene R, gelegte Ebene 
die gemeinschaftliche Tangentialebene des Konoides und 
des Paraboloides in dem unendlich fernen Punkte von g^. 

Nach Satz 2, § 344 beruhreu sich somit die beiden Flächen 
iu allen Punkten der Erzeugenden g^, und es wird sich daher 
bloss darum handeln, deu Berührungspunkt der Ebeue EjEb 
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mit dem Paraboloide zu bestimmen. Letzteres kann, wie folgt, 



Wir bestimmen mittels einer zur ßichtebene R, parallelen 
Ebene, beispielsweise durch Zuhilfeaabme der eentralprojizierenden 
Ebene R,, eine Erzeugende y'^^6'9' des Paraboloides, Da die 
eine Leitgerade — i' — des. Paraboloides in der Bildebene liegt, 
so ist auch die durch den Durchstosspunkt d der Leitgeraden I 
parallel zu R^ gezogene Gerade 7" eine — und zwar in der Bild- 
ebene liegende — Eraengende des Paraboloides. 

Die Ebene E,Eb trifft die Erzeugenden 7' und -y" beziehungs- 
weise in den Punkten tl und A, welche, miteinander verbunden, 
bekanntlich die in dieser Berührebene liegende Erzeugende X des 
zweiten Systems liefern. Die so erhaltenen Erzeugenden \ und g^ 
sehneiden sich in dem Punkte P, in welchem E, Eb das hyperbolische 
Paraboloid und mithin auch das Konoid berührt. 

§348. 

122. Aufgabe: Es Ist die Schiiittkurve eines Kegelsehnitts- 

konoidcs mit einer durch eine DoppelerzcHgende gelegten 

Etienc zu untersuchen. 

Gemäss der in § 346 über die Ordnungszahlen der wind- 
schiefen Flächen in gedrängtester Kürze angestellten Betrachtun- 
gen ergibt sich, dass ein Kegelseh nittskonoid eine Fläche vierter 
Ordnung ist. Der ebene Scbnitt desselben wird daher eine 
Kurve vierter Ordnung sein. Letztere wird zwei im End- 
lichen liegende Doppelpunkte (im Schnitte der schneidenden 
Ebene mit der Leitgeraden und mit der Doppelerzeugenden) und 
einen unendlich fernen Doppelpunkt [im Schnitte der Ebene 
mit der unendlich fernen Leit- oder Doppelgeraden (§ 346)] be- 
sitzen. 

Geht die schneidende Ebene durch eine Erzeugende des 
Konoides, so ist die letztere seibat ein Bestandteil erster Ord- 
nung der Schnittknrve ; die eigentliche Schnittknrve kann dem- 
zufolge nur von der dritten Ordnung sein. 

Geht endlich die schneidende Ebene inabesondere durch die 
Doppelerzeugende des Konoides, so ist diese auch als eine dem 
Gesamtschnitt angehörende Doppelgerade zu betrachten, der 
übrige eigentliche Scbnitt wird demnach nur noch eine Kurve 
zweiten Grades sein können. 
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Das letztere kaou durch eine eigeütümliehe Betrachtung auch 
uoch auf andere Weise gefunden werden. Wir nehmen za diesem 
Zwecke die Bildebene als die Ebene der Leitkurve K zweiten 
Grades des Konoides an und wählen das Projektionseentrum 
auf der Leitgeraden 1 [Fig. 253, Taf, XIX], wodurch sich die 
letztere als eentralprojiziereude Gerade, d. i. als ein Punkt I 
darstellt. Weiter stelle R, die Fluehttracc der Riehtebene vor. 

Die Doppelerzeugende wird (§ 346) diesfalls jene Gerade 
G sein, welche durch I parallel zu R^ gezogen werden kann. 

Durch diese Gerade G legen wir eine beliebige Ebene E,Eb 
und bestimmen deren Schnitt mit dem Konoide, oder mit anderen 
Worten, wir suchen den geometrischen Ort den Schnittpunkte von 
EvEb mit allen Erzeugenden des Konoides. 

Jede beliebig durch I geführte Gerade gj stellt stets die Cen- 
tralprojektiou einer Konoiderzeugende u vor. Der Durch stosspunkt 
dj derselben ergibt sich auf dem Leitkegelschnitte K, der Fluchtr 
puutt v^ dagegen in der Fluchttrace Rv 

Legen wir durch gi^d^v^ eine beliebige Hilfsebene h,hb, 
welche EvEt in §<p schneidet, so wird der Schnittpunkt Bj von 
g^ und §9 gleichzeitig den Schuittpuukt von g^ mit E, Eb, also 
einen Puukt der Schnittkurve repräsentieren. 

Bezeichnen wir weiter den Schnittpunkt von h« und G mit 
7, und den unendlich fernen Punkt von hv und hb mit 8» , so 
findet man, dass, — als Schnitte des Vierstrahles aus dem Schei- 
tel 8 — die beiden Punktwiirfe 

(IVjdia^) und (yv^tpS™) 
perspektivisch sind, dass also (nach Satz 3, § 165) 

id^ _ Ui 79 _ yS« 79 

v^dj ■ v^a^ Vi9 ' ViS» v,9 
und dass mithin, infolge der Parallelität von G, Rv und Ey, das Ver- 
hältnis: — — konstant ist, 

Die Centralprojektion der Schnit'tkurve ist somit auf 
die Leitkurve K derart bezogen, dass entsprechende Punkte auf 
Strahlen liegen, welche durch I gehen, und dass jedes Paar sol- 
cher entsprechender Punkte durch I und R, in einem konstan- 
ten Doppelverhältnisse geteilt wird. Nachdem aber (§ 198) 
diese Beziehung eine kollineare ist, folgt, dass die Centralpro- 
jektion des ebenen Schnittes, also auch dieser selbst eine 
Kurve zvpeiten Grades sein muss. 
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Diese einfache Betrachtang zeigt, wie durch angemessene 
Verwendung der Methode der centralprojektiTischen Dar- 
stellung geometrische Eigenschaften leicht entwickelt werden 
können. Als Beispiel ähnlicher Art kann auch das folgende 
Problem betrachtet werden. 

§ 349. 

123. Aufgabe: Es Ist der Rlchtuiigskcgel der Wölbfläche in 

bezug auf seine Eigenschaften zu untersnchen. 

An früherer Stelle (§ 345) wurde bereits erwähnt, dass zwei 
Leitlinien der Wölbfläche zwei gleich grosse in parallelen Ebenen 
liegende Kreise sind. Denkt man sich nun die Ebene des einen 
Kreises K^ [Fig. 254, Taf. XIX] als Bildebene angenommen und 
das Projektionscentrum in jenen Punkt C (im Räume) ver- 
legt, welcher den Abstand der Mittelpunkte beider Leit- 
kreise halbiert, so wird sich offenbar die Centralprojektion K^ 
des zweiten zur Bildebene parallelen Leitkreises mit K^ decken 



Die Lejtgerade I der Wölbüäehe geht ebenfalls durch C, ist 
mithin centralprojizierend. Da dieselbe aber nebstbei zur 
Bildebene senkrecht stehen soll, so repräsentiert sie gleichzeitig 
den „Hauptstrahl"; ihre Centralprojektion reduziert sich 
daher auf den Hauptpunkt A. 

Irgend eine durch A gezogene Gerade g^ stellt somit stets 
die Centralprojektion einer Erzeugenden der Wölbfläche dar. Der 
Darchatosspunkt d^ derselben liegt auf dem Kreise K^, während 
der zweite Schnittpunkt a^ von Kj oder K^ die Centralprojektion 
• des auf dem Leitkreise Kg liegenden Punktes darstellt. 

Da der Punkt a^ im Baume von der Bildebene doppelt so 
weit entfernt ist, als das Projektionscentrum C, so findet man 
leicht (allenfalls durch Ümlegung um gj), dass der Fluchtpunkt 
tp^ von g, in der Mitte zwischen dj und a^ liegt. Infolgedessen 
ist die Gerade, welche den Mittelpunkt 5 von K^, K^ mit tpj ver- 
bindet, senkrecht auf g^; der besagte Fluchtpunkt 9i liegt daher 
auf dem über §A^=^5d als Durchmesser beschriebenen Kreise Kv. 

lu gleicher Weise findet man, dass Kv die Fluchtpunkte aller 
anderen Erzeugenden enthält, und daher die „Pluehtkurve" 
der Wölbfläcbe für die gewählte centralprojektivische 
Darstellung repräsentiert. 
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Der Segel, welcher K, zur Leitknrve und das Piojektiona- 

centrum C zum Seheitel hat, oder auch jeder beliebige zu diesem 
Eegel parallele Kegel kauD als „Richtnugskegel der Wölb- 
fiäche" betrachtet werden. 

Mithin ergeben sich als wesentliche Eigenschaften dieses 
Kiehtungskegels, dass derselbe a) vom zweiten Grade ist, 
b) von den zu den Leitkreisen parallelen Ebenen ebenfalls 
in Kreisen geschnitten wird, und dass c) eine seiner Er- 
zeugenden (CA) zu den Ebenen der Leitkreise senkrecht, 
also zur Leitgeraden parallel ist. 
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IX. Abschnitt. 
Aufwickelbare Flächen. 

XIX. Kapitel. 

Erzeugung aufwickelbarer Flächen. 

§ 350. 

Eine „aufwickelhare" oder „developpahle Fläche" wurde (§ 259) 
als eine solche Fläche definiert, welche durch eine bewegliche 
Gerade unter der Bedingung erzeugt wird, dass jede Lage der 
letzteren von der unmittelbar vorausgehenden und von der un- 
mittelbar folgenden geschnitten wird. 

Dieser Bei3ingung kann in verschiedener Weise entsprochen 
werden. Vor allem offenbar dadurch, dass man alle die Fläche 
erzeugeudeu Geraden dnrch einen und denselben Punkt 
gehen läast. Die hierbei entstehenden Kegelflächen waren be- 
reits (Kap. 511 und SV) Gegenstand unserer Betrachtung. 

Die aufeinander folgenden Erzeugenden einer aufwickelbaren 
Fläche können sich aber auch schneiden, ohne dass dieselben sämt- 
lich durch den nämlichen Punkt gehen. Diesen Fall wollen wir 
nun näher untersuchen. 

Nehmen wir zu diesem Zwecke an, es seien ti, t^, tg, t^ . . . 
[Fig. 256, Taf. XIX] der Reihe nach unmittelbar aufeinander 
folgende Erzeugende einer nach irgend einem beliebigen Er- 
KCugungsgesetze entstandenen developpablen Fläche, so müssen 
sich, nach der allgemeinen Definition der letzteren, i^ und % in 
einem Punkte a^, tg und tg in einem Punkte 83, lg und t^ in 
einem Punkte 83 u. s. w, schneiden. 

Da femer die Erzeugenden der Fläche stetig aufeinander 
folgen, d. h. je zwei benachbarte sich der Lage nach nur unend- 
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lieh wenig voneinander tmterscheiden , so irniss das Gleiche auch 
von den Punkten Hj, a^, Bg . . . gelten; der geometrische Ort dieser 
Punkte wii'd also eine Kurve und zwar eine „Baumkurve" C sein, 
da die Erzeugenden t^, i^ . . . , nud niitliin auch die Punkte a^, 
83 . , . nicht särotlicb in einer Ebene liegen. 

Die Erzeugenden tj, tj, t^ . , . sind Taugenten dieser Kurve 
C, da jede von ihnen' mit C zwei unendlich nahe Punkte a^ 
und a^; Bg und 83 u. s. w. gemein hat. 

Infolge des hei dieser Betrachtung ganz unbestimmt gelassenen 
Erzeugungsgesetzes der aufwickelbaren Fläche folgt, dass über- 
haupt jede (von einer Kegelfläche verschiedene) developpable Fläche 
die gleiche Eigenschaft besitzen müsse, oder mit anderen Worten: 

„Jede aufwickelbare Fläche repräsentiert gleicJizeitig den geo- 
metrischen Ort der Tangenten einer Baumkurve." 

Die genannte Eaumkurve wird, aus einem an späterer Stelle 
klar werdenden Grunde, als die „Rückkefir- oder Kuspidalkurve" 
der aufwickelbaren Fläche bezeichnet. 



§ 361- 

Denken wir uns auf einer aufwickelbaren Fläche, d. i. auf 
irgend einer Erzeugenden derselben, etwa auf t^, einen beliebigen 
Punkt p angenommen und die Tangentialebene der Flache in dem 
bezeichneten Punkte -bestimmt. 

Die besagte Tangentialebene wird einerseits (Satz 2, § 262) 
durch die Erzeugende t^ geheu, anderseits aber auch die Tan- 
gente T irgend einer durch p auf der Fläche gezeichneten Kurve 
C, d, i, eine Gerade enthalten, welche p mit einem Punkte p' der 
unmittelbar folgenden Erzeugenden tg verbindet. 

Hieraus erkennt man ohne weiteres, dass die obbezeicbnete 
Tangentialebene der Flache selbst durch die beiden unmittelbar 
aufeinander folgenden Erzeugenden fg und tj derselben vollkom- 
men bestimmt sei. 

Da man ferner, wenn statt p irgend ein beliebiger anderer 
Punkt auf tg gewählt wurde, zu dem gleichen Resultate gelaugt, 
so folgt, dass die durch zwei unendlich nahe (zusammen- 
fallende) Erzeugenden einer developpablen Fläche gehende Ebene 
die Tangentialebene der Fläche in allen Punkten dieser 
(vereinigten) Erzeugenden repräsentiert. Daher besteht der Satz: 
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„Jede äeieloppahJt riacht, iiui} m allen Punl tpn enm hdie 
higen Erzeugenden von eutfir und der'^elbm Ebene, und "^uat von 
jene) Eheni, beruht, welche durch die genannte Erzeugende und 
die immitteTbar folyendf Eizeugende be'^tmwt tst" 

§ 352 

Die Taaigentialebenen emei aufwicLelbaren Flaehr' «teheu 
zu dpi ßuckkelii kurve dei letzteren in einer meikwuidigen 
Beziehung 

Stellen namlich wieder t^, tg, ig, t^ [Fig 255 Taf 5TS] 

Lizeugenden emei deveU ppablcn Flacht, A i Tangenten dei 
Kuspidalknrve C dip'sei Flache voi, ^o hit eine beliebig durch 
eiue solche Erzeugende, beispielsweise durch t^, gelegte Ebene mit 
der Kurve C dieselben beiden unendlich nahen Punkte a^ und Sg 
gemein wie die Erzeugende t^; sie repräsentiert also eine j,ße~ 
rühreiene" der Raumkurve C, deren Berührungspunkt durch 
die Vereinigung der beiden unendlich nahen Punkte a^ und a^ dar- 
gestellt wird. Diese Berührebene kann jedoch mit der Kurve C 
noch weitere Punkte gemein haben, die im allgemeinen von a^ 
und a^ eine endliche Entfernung haben werden. 

Setzen wir aber an Stelle der beliebig durch tg gelegten Ebene 
insbesondere die Tangentialebene der developpablen Fläche 
längs der Erzeugenden t^, d. i. jene Ebene, welche auch die Er- 
zeugende i^ enthält, so hat dieselbe mit der Kurve C offenbar die 
drei unmittelbar aufeinander folgenden Punkte a^, a^ und a^ 
gemein, und repräsentiert sonach eine besondere Berührebene 
von C, welche mau als die „Sckmiegungsebene" oder „Oskulations- 
ebene" der Baumkurve C in jenem Punkte, welcher die drei 
unendlich nahen Kurvenpunkte in sich vereinigt, be- 
zeichnet. Es besteht mithin der Satz: 

„Die Tangenti(debenm einer aufutieJcelbaren Fläche sind die 
Oskulationsebenen der entspreehenden Eädkkehrkurve." 

§ 353. 
Aus den vorstehenden Betrachtungen erhellt, dass eine auf- 
wickelbare Fläche auch als der geometrische Ort (Enveloppe) 
aller ihrer Tangentialebenen, d. i. einer einfach unend- 
lichen Anzahl stetig aufeinander folgender Ebenen be- 
trachtet werden kann. 
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Hierauf gründet sich ein wichtiges Erzeugungsgesetz für 
developpable Flädien. Es lässt sich nämhch leicht zeigen, dass 
eiue veränderliche Ebene, welche in jeder Lage zwei gege- 
bene Kurven C^ und C^ [Fig. 256, Taf. XTS] berührt, eine 
anfwictelbare Fläche erzeugt. 

Bezeichnen wir, zum Zwecke dieses Nachweises, jene Lage 
der veränderlichen Ebene, in welcher sie die beiden Kurven C^ 
and Cg in a, resp. 83 berührt, mit Ci- Diese Ebene Bj enthält 
einerseits die Taugeute t^ der Kurve Cj in a^, d. i. jene Gerade, 
welche Sj mit dem unmittelbar folgenden Punkte a'j von C^ ver- 
bindet, und anderseits <iie Tangente t^ von Cg in a^, d. h. die 
Gerade, welche a^ mit dem unmittelbar folgenden Kurvenpunkte 
a'j verbindet. Die Ebene e^ wird daher auch die beiden Geraden 
g^a^a^ und 9'^^a', a'j enthalten. 

Die genannten Geraden g und g' schneiden sich notwendig 
in irgend einem Punkte 0, liegen aber unendlich nahe aneinander, 
schliessen also einen unendlich kleinen Winke) ein. 

Die auf die Lage Gj unmittelbar folgende Lage der veränder- 
lichen Ebene, welche e^ heissen möge, wird selbstverständlich die 
unmittelbar auf (^ uud tj folgenden Tangeuten t', = a, a" und 
t3 = ajä" der Kurven C^ und Cg und mithin auch die Geraden 
aia5=;g' und a"alj'^g" enthalten, welche wieder unmittelbar 
aufeinander folgen und sich iu einem Punkte o' sehneiden. 

Setzt man diese Betrachtungen iu gleicher Weise fort, so er- 
hält man eine einfach unendliche Anzahl stetig aufein- 
ander folgender Ebenen 81, 6^ ■ ■ . und ebenso eine einfach 
unendliche Anzahl stetig aufeinander folgender Geraden 

g, 9'. s"---- 

Da nun je zwei unmittelbar aufeinander folgende Lagen dieser 
Geraden sieh in einem Punkte schneiden, so bilden sie in ihrer 
stetigen Aufeinanderfolge eine aufwickelbare Fläche, welche 
auch die Kurven Cj und Cg enthält, und deren Tangentialebenen 
keine anderen, als die vorgenannten Ebenen e^, % . . . sind. 

Die beiden Kurven C^ und C^ können sonach als die „Leit- 
hnirven" der developpablen Fläche bezeichnet werden. 

Bemerkung. Durch ähnliche Betrachtungen läast sich auch 
nachweisen, daas eine veränderliche Ebene, welche in jeder 
Lage zwei gegebene feste krumme Flächen berührt, eine 
aufwiekelbare Fläche erzenge. 
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Führt man durch irgend einen Punkt C im Räume zu allen 
Erzeugenden g, g', gj . . . [Fig. 257, Taf. XEf] einer DeveloppaWen 
die Parallelen y, y\ Yi ■ ■ ■ i so werden die letzteren eiue Kegel- 
fläche bilden, welche man den „Richtungskegel" der aufwickel- 
baren Fläche zu nennen pflegt 

Sind g und g' zwei unmittelbar aufeinander folgende Erzen- 
genden der Develrippablen, und y und 7' die ihnen parallelen, also 
ebenfalls unmittelbar aufeinander folgenden Erzeugenden des ßich- 
tungskegels, an werden auch die beiden Ebenen (gg') und {77') 
zu einander parallel sein. Da die eratere die Tangentialebene 
der developpablen Fläche längs der Erzeugenden g, die zweitge- 
nannte dagegen die Tangentialebene des Eiehtungskegels längs 
der Erzeugenden 7 iat, ao gelangt man zu dem Satze: 

„Die Tangentialebene einer developpable)i Fläche längs einer 
ihrer Erzeugenden ist stets jiarallel zu der Tangentialebene des 
Ricktungshegets längs der zu jener Erzeugenden parallelen Kegel- 
erzeugenden." 

Betrachtet man den Scheitel C des Richtungskegels insbe- 
sondere als Projektionacentrum, so werden die Kegelerzeu- 
genden die Fluchtstrahlen der Erzeugenden der Developpahlen 
repräsentieren, und mithin der Schnitt des Rieh tnugs kegeis mit 
der Bildebene den geometrischen Ort der Fluchtpunkte aller je- 
ner Erzeugenden, d. i. die „Fluchtkurve" der aufwickelbaren 
Fläche vorstellen. 

Da nun irgend eine Tangente der Fluchtkurve gleichzeitig 
die Bildflächtrace einer Tangentialebene des Flucht- oder Eieh- 

;kegels darstellt, so wird dieselbe, dem vorstehenden Satze 
gleichzeitig die Fluchttrace einer Tangentialebene 
der Developpablen repräsentieren. 

§ 355. 

In § 352 wurde gezeigt, dass die Tangentialebene einer auf- 
wickelbaren Fläche, als „Oskulationaebene" der zugehörigen 
„Rückkehrkurve", mit der letzteren stets drei unmittelbar auf- 
einander folgende Punkte gemein hat. 

Aus diesem Umstände lassen sich für die centralprojek- 
tivische Darstellung einer Raumkurve sowohl, als auch für 

pBBchka, Yvele PcrapektiTe. 30 
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die Begtimmung des ebenen Sehuibtes einer Developpablen 
bemerkenswerte Konsequenzen ziehen. 

Setzen wir zn diesem Zwecke Torans, dass die Gerade E 
(Fig. 259) die vereioigteii Tracen einer centralprojizierenden 
Ebene nnd C die Centralprojektion irgend einer Ranmknrve vorstelle. 

Verfolgen wir den Lanf dieser Kurve, indem wir allenfalls 
bei einem Kurvenpunfete m beginnen, welcher links von der Ebene 
E liegen mag. Bezeichnet a den ersten auf m folgenden Schnitt- 
punkt der Korve C mit der Ebene E, so wird oifenbar das ganze 
Knrvenatück ma links von der Ebene E liegen. Bei a setzt sich 
die Kurve C so lange rechts von der Ebene E fort, bis sie end- 
lich E in einem zweiten Punkte b trifft, von welchem Punkte aus 
sie wieder auf die linke Seite der Ebeue E übergeht. Ist sodann 
C der drittfolgeude Schnittpunkt, so liegt das Kurvenstück bc 
links von der Ebene E, während das weiter von c aua sich er- 
streckende Kurvenstück cn wieder rechts von E gelegen ist. 

Man erkennt leicht, dass irgend zwei Stücke, wie beispiels- 
weise ma und cn, der Kurve C, welche drei oder eine grössere 
ungerade Anzahl von Schnittpunkten zwischen sich haben, not- 
wendig zu verschiedenen Seiten der Ebene E liegen. Das 
Gesagte gilt offenbar auch noch in dem Grenzfalle, wenn die 
drei Schnittpunkte a, b und c [Fig. 260, Taf. XIX] unendlich 
nahe aneinander rücken, die Kurvenatücke ab und bc also 
unendlich klein werden, oder mit anderen Worten, wenn die 
Ebene E eine Schmiegungsebene der Kurve C wird. 

Das Bild der Kurve hat sodann in jenem Punkte, welcher 
die Centralprojektion des Schmiegungspunktes abc repräsen- 
tiert, einen „Inflexions-" oder „WendepunM", dessen „Wende- 
tangente" die Trace der eentralprojizierenden Schmie- 
gungsebene ist. Man hat aonaeh die Sätze: 

„Dte beiden von einem beliebtyen Punkfe einet Raiimlmoe atit,- 
gehenden und demselhen zunächst hegenden Kuti enteile liegen j^ 
verschiedenen Seiten der jenem Punkte enfspi eckenden Schmtegungs- 
ehene der Kwiie" 

Und femer 

„i)ie C &nti alp njel tion einet Eaunihune he'ntzt im dllgempnu,n 
dne gewisse Amahl um InflexionipunMen LetHeie tind die Bildet 
jener Punkte det Ravmlurve, deren 0kl uMionsehenen durch das 
FrojeMonscenftum gehen Die Tiacen der genannten Ebenen re 
präsentieren dte enHpi ecliendin Infleiinnstangmf-en" 



y Google 



§ 356. 

Ea stelle R [Fig. 258, Taf. XIX] die Eüekkehrkm-?e irgend 
einer developpablen Fläche ußd E eine beliebige Ebene vor. Die 
Schnittkarve der letzteren mit cler DeveloppableJi ergibt sich als 
geometrischer Ort der Schnittpunkte von E mit den Erzeugenden 
9 . . . der Fläche. 

Setzen wir weiter voraas, dass die Ebene E die Rückkehr- 
kurve R in irgend einem Punkte a treffe. Die diesem Puukte a 
entsprechende Oskulationseheue möge die Ebene E in der durch 
a gehenden Geraden t schneiden. Die Gerade t repräsentiert 
(Satz 2, § 262) die Tangente der Schnittkarve im Punkte a. 

Bei näherer Betrachtung der dem Punkte a zunächst liegen- 
den Teile der Rückkehrkurve finden wir diesfalls, dass der eine 
Teil der Kurve, d. i. am [Fig. 2Ö8, Taf. XIX], oberhalb der 
Ebene E, der andere Teil an derselben jedoch unterhalb der 
Ebene E liegt. Im Vorhergehenden (§ 356, Satz 1) wurde aber 
gezeigt, dass die beiden Kurveuteile ma und na auch zu ver- 
schiedenen Seiten dei Oskulationsebene liegen, dasa sich 
also beispielsweise im voi "itebcnden Falle der Teil ma hinter 
dieser Ebene, der Teil na dagegen ^oi derselben befinde. 

Hieraus folgt, dis*. wenn man nihe au a zwei Kurvenpunkte, 
etwa A^ und A^, den einen auf ma den anderen aber auf na an- 
nimmt, die denselben entspiechendeu Tangenten g^ und 94 der 
Rückkehrkurve R (d s Eizeugende der Developpablen) die Ebene 
E in zwei Punkten a^ und a^ treffen, welche ebenfalls zu ver- 
schiedenen Seiten der Tangente t liegen. Nachdem diese 
Punkte aj und a^ einerseits der gesuchten Schnittkurve angehören, 
anderseits aber dem Punkte a nahe liegen, so erhellt, dasa die 
Schnittkurve in a von der Geraden t berührt werde, und sich 
dann zu verschiedenen Seiten von t fortsetze, in a also eine 
„ Späze " oder einen „ RücMehrpunkt " oder „ KuspidcdpunU " 
bildet. 

Diese Eigenschaft besitzt jeder ebene Schnitt einer De- 
veloppablen in jenen Punkten, welche der Rückkehrkurve an- 
gehören. Diesem Umstände verdankt die letztere Kurve ihren 
Namen. 
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§357. 

124. Aufgabe: Eine deYelopjial>lc Fläche ist durch Ihre 
Schnittknrre mit öei- Bililehene und durch ihre Flucht^ 
hurve gegeben. Parallel zu einer gegebenen Geraden sind 
die Tangentialchcnen der Fläche, die zugehörigen Berühr- 
erzengenden nnd die Inflexionstangenten der Centralprojek- 
tion der RückkehrkntTe z« honstruieren. 

Die Fluchtkurve der Developpablen , sowie der Scbnitt der 
letzteren mit der Bildebene seien bezielniHgs weise durch C, nnd 
Cb [Fig. 261, Taf. SIX] dargestellt. 

Die Tangentialebene der Developpablen, welcbe zu der 
gegebenen Geraden DV parallel sein soll, bann leicht auf Grund 
der nachstehenden Betrachtung gefunden werden. 

Zunächst nauss die Fluchttrace E« derselben einerseits durch 
V gehen, und anderseits (Schlussbemerkung in § 354) die Flucht- 
kurve Cv berühren. Da C, als Kreis angenommen wurde, köuneu 
durch V zwei Tangenten EJ und E,° an denselben geführt werden, 
deren jede die Fluchttrace einer der Aufgabe entsprecheuden 
Tangentialebene repräsentiert. 

Ferner ist ebenso leicht einzusehen, dass die Bildflächfcrace 
jeder Tangentialebene die Kurve Cb berühren müsse. 

Wir wissen nämUch, dass jede Tangentialebene der Deve- 
loppablen die letztere in allen Punkten einer Erzeugenden, also 
auch in dem der Kurve Ca angehörenden Bild fläch du rchstosspunkfce 
dieser Erzeugenden berührt. 

Zieht man demnach parallel zu EJ an Cb die Tangenten Ej, 
und E|, deren Berührungspunkte beziehungsweise dj und dg sein 
mögen, so wird sowohl EyEb als auch EyEä eine der Aufgabe ent- 
sprechende Tangentialebene repräsentieren. Bezeichnet Vj den 
Berührungspunkt von EJ mit C«, so ergeben sich die diesen Ebenen 
entsprechenden Berührerzeugenden in V^d^ und V^dg. Ebenso 
liefert auch die Tangente EJ von Cv eine zur Geraden DV pa- 
rallele Berührebene Ey'E^ mit der Berührerzeugenden Vjdg, 

Nachdem endlich je zwei zu einander parallele Tangenten der 
beiden Kurven Cv und Cß stets die Tracen einer Tangentialebene 
der Developpablen (oder was dasselbe ist, einer Schmiegungsebeue 
der zugehörigen Eöekk ehrkurve) repräsentieren, so wird offenbar 
jede gemeinschaftliche Tangente J^'J^, J^J^, J^J*..,, beider 
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Kurven die vereinigten Tracen einer centralproji zierenden Osku- 
lationsebene oder (nach Satz 2, § 355) eine Inflexionstan- 
gente der Centralprojektion der Bückkehrkurve daratelleu. 

§ 358. 
125. Aufgabe: Eine Raumliurve ist durch ihre Ccntralprojelt- 
tion und durch die Bildllächspnr des durch dieselhe sent- 
recht zur BildeHtene gelegten Cylinders gegehen; es soll die 
Oskulationsehene der Kurve in einem Ihrer Punltte kon- 
struiert werden. 

Sei R [li^g. 262, Taf. XIX] die Centralprojektion der Raum- 
karve, R' der Schnitt der Bildebene mit dem durch die Raum- 
kurve normal zur Bildeheue gelegten Oylinder, und a der beliebig 
auf R angenommene Punkt, dessen Schmiegungsebene be- 
stimmt werden soll. 

Die Gerade, welche a mit dem Hauptpunkte A verbindet, re- 
präsentiert die dem Punkte a entsprechende Erzeugende des vor- 
genannten Hilfscyliuders; ihr Durchstoaspunkt a ergibt sich mit- 
hin im Schnitte a' mit R'. Die Tangentialebene des Hilfscyhnders 
längs der Erzeugenden aA hat zur Bildflächtrace die Tangente h^ 
der Kurve R' im Punkte a', und zur Fluchttrace die durch A 
parallel zu h^ gezogene Gerade h^. 

Nachdem die Kurve R auf dem Oylinder hegt, so muss be- 
kanntlich die Tangente ga derselben im Punkte a in der Ebene 
h^h" liegen; man erhält demnach ihren Bildfläch durehstosspunkt 5a 
im Schnitte von ga mit li^. 

In gleicher Weise kann mau die Bild fläehdnrchatossp unkte 
8b, 5,., . . . beliebiger anderer Taugenten gb, Qc, - - ■ der Kurve R 
ermitteln, und wird mau endlich in der Kurve Ca, welche diese 
Punkte &a, 5b, 5c . . . stetig verbindet, den Schnitt der Bildebene 
mit der der Kurve R als Bückkehrkurve entsprechenden De- 
velopp&blen erhalten. 

Zieht man nun an diese Kurve Cb die Tangente Ob im Punkte 
5a, so repräsentiert dieselbe gleichzeitig die Bildflächtrace der 
die Developpable längs der Erzeugenden g» berührenden Tangen- 
tialebene, oder was dasselbe ist, der Oskulatiousebene der 
Baumkurve R im Punkte a. Die Fluchttrace 0, ist die durch 
den Fluchtpunkt qjg von ga (Schnitt von h? und ga) zu Ou parallel 
geführte Gerade. 
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§ 359. 

126. Aufgäbet Durch eine in einer beliebigen Ebene EvEb 
[Fig. 263, Taf. XIS] liegende Kui-ye K zweiten Grades ist 
eine „Pläclie lionstanter Neigung a" gegen die Bildebene 
zu legen, und sind die durch einen gegebenen Punkt gehen- 
den Tangentialebenen derselben zn bestimmen. 

Unter einer durch eine Kiirve gelegten Fläche konstanter 
Neigung a gegen eine Ebene versteht man jene dnreh die Kurve 
gelegte anfwickelbare Fläche, deren Erzeugenden und Tangen- 
tialebenen mit der genannten Ebene den Winkel a einschliessen, 
welche also die obige Kurve zur Leitlinie hat, während der 
Richtungskegel der bezeichneten Fläche durch einen geraden 
Ki'eiskegel, dessen Erzeugenden mit der Ebene den gegebenen 
Winkel a einsehli essen, dargestellt ist. 

Nachdem im vorliegenden Falle alle Erzeugenden und Tan- 
gentialebenen der Developpablen mit der Bildebene den Winkel a 
einschliessen sollen, wird notwendig der dem Winkel a entpre- 
chende Pluchtkreis Kq gleichzeitig die Pluchtkurve der 
Developpablen darstellen. Man kann sonach mit Hilfe des- 
selben und der Leitkurve K beliebige Erzeugenden der Fläche 
leicht, wie folgt, konstruieren. 

Durch einen beliebig auf der Leitkurve K angenommenen 
Punkt z^ geht stets eine (oder richtiger zwei) Erzeugende Qj der 
Developpablen. Die dieser Erzeugenden entsprechende Berühr- 
ebene muss selbstverständlich die Tangente t^:=v',di der Leit- 
kurve K im Punkte Zj enthalten. Die Fluchttrace bv dieser 
Berührebene kann offenbar nur eine von v', an die Fluchtkurve 
Ko geführte Tangente sein. Der Berührungspunkt v^ derselben 
repräsentiert aodann notwendig den Fluchtpunkt der vorgenannten 
durch Zj gehenden Erzeugenden g^, womit die letztere vollständig 
bestimmt ist. In gleicher Weise können nun beliebig viele andere 
Erzeugenden der Flache konstruiert werden. 

Um an diese Developpable konstanter Bildfläehnei- 
gung durch den gegebenen Punkt p (auf dem zur Bildebene senk- 
rechten Träger Atu) Berührebenen zu legen, stellen wir folgende 
Betrachtung an. 

Eine durch p gehende Berührebene der Developpablen muss, 
da sie mit der Bildebene den Winkel a einsehliesst, notwendig 
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aucli jenen geraden Kreiskegel berühren, welcher seinen Seheitel 
in p hat und dessen Erzeugenden unter dem Winkel et gegen die 
Bildebene geneigt sind. 

Die Bildflächtrace einer solchen Ebene wird demgemäss 
eine Tangente jenes Kreises Kj sein, in welchem die Bildebene 
von dem genannten Hilfsbegel geschnitteu wird. Besagter Kreis 
Kj kann mittels des Abstandes p^TC des Punktes p von der Bild- 
ebene auf bekannte Weise leicht konstruiert werden. 

Die gesuchte Tangentialebene berührt ferner in irgend einem 
Punkte jede auf der Developpablen liegende Kurve, also auch die 
Leitkurve K; sie wird mithin auch eine Tangentialebene jenes 
Kegels sein, dessen Scheitel p ist, und welcher die Kurve K zur 
Leitkurve hat. 

Bestimmt man nun die Sehnittkurve K' des letztgenannten 
Hilfskegels mit der Bildebene (vermittels zweier konjugierter 
Durchmesser AB und CD), so wird man als Bildflächtrace der 
geauohteu Tangentialebene jede der vier gemeinschaftlichen 
Tangenten von K, und K' betrachten können. 

Wählen wir beispielsweise die gemeinschaftliche Tangeute B^ 
als Bildflächtrace. Die zugehörige Fluchttrace B, ist, wie leicht 
erkennbar, die mit Bb, in bezog auf den Punkt p als Ähnlich- 
keitspunltt, ähnlich gelegene Tangente B, des Kreises K«. 

Die beiden Ebenen EvEb und BbB, schneiden sich in einer 
Geraden dv, welche notwendig die Leitkurve K in einem Punkte 
n berühren muss. Die Berührerzeugende der Tangential- 
ebeue BvBb hat ihren Fluchtpunkt V im Berührungspunkte von 
K„ und By, und geht nebstbei durch fi; wird demnach durch VD 



§ 360. 

127. Aufgabe: Eine developpatile Fläclie ist durch ihre 

Sehnittkurve mit der Bildelttcne und diireli ihre riiicht^ 

kurve gegehen. Der Schnitt dieser Fläche mit einer ge- 

gehenen Ehene und insbesondere die Asymptoten der 

Sehnittkurve sollen konstruiert werden. 

Die Fluchtkurve der Developpablen sei Cv [Fig. 264, Taf. XIX], 
die Biidfläcbspur Cg. Die schneidende Ebene ist E, Eb. 

Die zu bestimmende Sehnittkurve kann aufgefasst werden 
als der geometrische Ort der Schnittpunkte ■ aller Erzeugenden 



y Google 



— 472 — 

mit der Ebene E; oder aber auch (Satz 2, § 262) als die Ein- 
hüllende der Sehnittgeraden der Ebene E„Ei, mit allen Tangen- 
tialebenen der DeveloppaWen. In der konstruktiven Aoaführung 
lassen sich beide Auffassungen angleioh verwerten. 

Wir wissen bereits, dass die Tracen hl und lib irgend einer Tan- 
gentialebene der Developpablen durch zwei beliebige zn einander 
parallele Tangenten der beiden Kurveu C, nnd Ca repräsentiert 
sind, und dass der Schnitt i' von hl hl,, mit E,£b eine '~ 
der gesuchten Sehnittkurve vorstelle. Die bezüglichen I 
punkte tf' und S' von hl und h|, mit Cy und Ca repräsentieren be- 
ziehungsweise den Fluchtpunkt und Durch stosspunkt der Berühr- 
erzeugenden g^ der Tange utialebene hlh[,; der Schnittpunkt p' 
von S'ip' mit d'v' =;t' wird mithin ein Punkt der Schnifctkurve 
C und zugleich der Berührungspunkt von t' sein. In gleicher 
Weise kann man behebig viele Punkte und die ihnen entspre- 
chenden Tangenten der Schnittkurve C konstruieren. 

Die Fluchttrace E, schneidet ferner die Fluchtkurve C, in 
den Pimkten Vj, V^ , . ,, welche die Centralprojektioneu der un- 
endlich feruen Punkte der Sehnittkurve C vorstellen. 

Zieht man in v^ die Tangente Hl an C„ und zu derselben 
parallel die Taugente H[, an Cr (wobei der der letzteren entspre- 
chende Berührungspunkt h^ heisse), so stellt HlHb die Tangen- 
tialebene der Developpablen längs der Erzeugenden Vj5,, also 
auch die Berührebene in dem unendlich fernen Punkte Vj 
derselben vor. Der Schnitt S^^v^di von HJHl und EbEy wird da- 
her (Satz 2, §262) die Tangente der Sehnittkurve C in dem 
unendlich fernen Punkte v^, d. i, eine Asymptote von C 
sein. Die übrigen Asymptoten Sg . . . können in gleicher Weise 
wie Sj bestimmt werden. 

§361. 
128. Aufgabe: Als Leitlinien einer dereloppaltilen Fläche sind 
zwei KuiTon zweiten Grades in verschiedenen Ehenen der- 
art gegehen, dass dieselbcu die Schnittg:erade dieser Ebenen 
in zwei Terschicdenen Punkten berühren. Es ist «ine Er- 
zeugende dieser Fläche zu konstruieren und ihr Berührungs- 
punkt mit der entsprechenden Kuspidalkurre zu ermitteln. 

Der Einfachheit halber denken wir uns die eine Leitkurve 
— Kj — [Fig. 266, Taf. XS] in der Bildebeue liegend. Gemäss 
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unserer Voraussetzung muss sodanu die Bildflachtrace Eb dei 
Ebene E der zweiten Leitkurve die Kurve K^ iii einem Punkte A 
berühren, und weiter auch als Tangeote an die zweite Leitkurve 
Kg in einem von 4 verschiedeuen Punkte 8 erscheinen. 

Wie in § 353 gezeigt wurde, sind alle Ebenen, welche K( 
und Kg zu gleicher Zeit berühren, Tangentialebenen der De- 
veloppablen, während die Verhinduugsgeraden jener Punkte- 
paare, in welchen diese Ebenen die beiden Leitkurven berühren, 
die zugehörigen Berührungserzeugenden liefern. 

Wählt man nun auf der Bildflächtrace Ej,, d. i. auf der ge- 
meinschaftlichen Tangente beider Leitkurven einen be- 
liebten Punkt a, so werden die von demselben an K, und K^ 
gezogenen, in p^ resp. p^ berührenden Geraden, f^ =^ Bb und 
Ig = Bp eine Tangentialebene der Developpablen bestimmen, deren 
Berührungserzeugende die Verbindungsgerade Pip3 = g ist. 

Um den Punkt, in welchem die Erzeugende g die Kuspidal- 
kurve berührt, d. h. jenen Punkt zu finden, in welchem die Er- 
zeugende g von der uumiitelbar folgenden Erzeugenden geschnit- 
ten wird, wollen wir untersuchen, welche Erzeugende überhaupt 
die Erzeugende g trifft, und bestimmen zu diesem Zwecke den 
geometrischen Ort der Schnittpunkte aller übrigen Erzeugenden 
mit der vorgenannten Tangentialebene (Bb, Br), d. i, die Sehnitt- 
kurve der letzteren mit der Developpablen. Diese Schuittkurve 
kann aber, wie bekannt, auch als die Einhüllende der Schnitt- 
geraden der Tangentialebene (Bb, Br) mit allen übrigen 
Tangentialebenen bet-rachtet werden, woraus sieh nachstehende 
Konstruktion ergibt. 

Wählen wir auf Eb irgend einen zweiten Punkt ß und ziehen 
von demselben an K^ und K^ die bezüglichen Tangeuten ßßj und 
ßßä, so erhalten wir im Schnitte ßj der beiden in der Bildebene 
liegenden Geraden ßßj und Bb einen Punkt, welcher der Tangen- 
tialebene (Ba, Br) und der durch die beiden Geraden ßß^ und ßß^ 
bestimmten Tangentialebene angehört; ferner ergibt sich im Schnitte 
ßa der beiden (in der Ebene der Leitkurve K^ liegenden) Geraden 
ßßg und Bp ein zweiter gemeinschaftlicher Punkt der beiden vor- 
genannten Tangentialebenen. Die Gerade ß^ßj ist daher die 
Schnittgerade der Tangentialebene (Bs, Br) mit der Tangential- 
ebene ßßißa. 

Die von einem beliebigen dritten Punkte 7 der Trace Eh an 
K^ und Kg geführten Taugeuten ^Yi uud TTa bestimmen wieder 
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eine Tangentialebene der Developpablen, deren Sehnittgerade mit 
der Tangentialebene (Bb, Bf) jene Gerade ist, welche die Schnitt- 
punkte Yi ii"! Tä ^^^ Geradeupaare y^i und Bb resp. yj^ und 
Br verbindet. In übereinstimmender Weise kann der Schnitt jeder 
beliebigen anderen Tangentialebene mit der Ebene (Bb, B,) erjnit- 
telt werden. 

Als Enveloppe aller sich hierbei ergebenden Schnittgeradeu 
ßißai TiTb' • • • erliält man die Schnittkurve der Develop- 
pablen mit der Tangentialebene (Bb, Br). 

Besagte Kurve ist, wie leicht erkennbar, eine Kurve zweiten 
Grades. Die Punktreihen (ßy , . .) und (ßiYi . . .), welche die 
Tangenten ßßj, iij . . . der Kurve Kj auf den beiden Tangenten 
Eb und Bb dieser Kurve bestimmen, sind nämlich (Satz 1, § 141) 
projektivisch, und gilt dasselbe auch von deu beiden Reihen 
(ßy . . .) und (ßaYa • • Oi ^"^ welchen die Geraden Eb und Br von 
den Tangenten der Karve K^ getroffen werden. Es siud daher 
auch die Punktreihen (ß,Y, . . .) und (ß^y^ . . ,) untereinander 
projektivisch, und die Verbindnngsgeradeu ßißai.YiYa • • ■ ^^^ 
sprechender Punkte erzeugen mithin eine Kurve C zweiten Grades, 
welche auch die Geraden Bb und B, (Träger jener Reihen) berührt. 

Rückt man ferner mit dem Punkte ß ohne Aufhören immer 
näher an a bis zur Koincidenz, so werden, wie ohne jedwede 
Schwierigkeit zu entnehmen, die Punkte ßj und ßg in die Grenz- 
lagen Pj und Pa übergehen; es sind sonach p^ und p^ ebenfalls 
zwei entsprechende Punkte der beiden Reihen {^xti • - •) ^^^ 
(ß27a ■ • ■)i ^^^ ist mithin die früher gefundene Erzeugende g auch 
eine Tangente der Kurve C. 

Führt man femer von dem Berührungspunkte 5 von Eb und 
K^ an Kj die Tangente 55^, so sind auch 8, und \=^(r. zwei 
entsprechende Punkte der Reihen (ß^Yj . . .) und (ß^Ta ■ ■ Ot ^- ^• 
S, ist (nach § 140) der Berührungspunkt der Kure C mit der 
Geraden Bb. 

Aus den vier Tangenten Bb, Br, Y1T21 P1P2 "^-^^ ^^^ BerSh- 
rungapunlcte S^ der ersten kann (Satz 1 oder 3, § 145) auch der 
Berührungspunkt P von PjP^ dadurch gefunden werden, dass man 
den Diagonaleckpunkt v] des vollständigen Vierseites Bb, B,, YiYa 
und PiPa bestimmt, t] mit §, verbindet und im Schnitte von i^B^ 
mit PiPa deu gesuchten Punkt P bestimmt. 

Nachdem die Kurve C als Schnitt der Developpablen mit der 
Ebene (Bb, Br) den geometrischen Ort der Schnittpunkte aller Er- 
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zeugenden der Fläche mit der Ebene (Bb, Br) repräsentiert, so ist 
der Punkt P der einzige, in welchem die Erzeugende g von einer 
anderen Erzeugenden getroffen wird; derselbe ist mitbin notwen- 
dig der Berührungspunkt dieser Erzeugenden g mit der 
Kuspidalkurve der Developpablen. 

Wie den angestellten Betrachtungen zu entnehmen ist, be- 
sitzt die in ßede stehende developpable Fläche interessante pro- 
jektivische Eigenschaften, auf die wir hier jedoch nicht näher ein- 
gehen können. Die Fläche ist von der vierten Ordnung; 
ihre Kuapidal kurve dagegen ist eine K aurakurve dritter 
Ordnung. 
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X. Abschnitt. 

Die Rotationsflächen. 

SS. Kapitel. 

Eigenschaften und Konstruktionen. 
§ 362. 

Wenn sich irgend eine krumme Linie C um eine 1 
feat im Eanme angenommene Gerade Z dreht, so beschreiben alle 
Punkte von C Kreiae, welche in zur Geraden Z senkrechten Ebenen 
liegen; die Mittelpunkte all dieser Kreise liegen auf der besagten 
Geraden Z. 

Den geometrischen Ort aller Lagen, welche die vorgenannte 
krumme Linie bei einer vollen Umdrehung um die Gerade Z ein- 
nehmen kann, pßegt man eine „Umdrehungs fläche", „Rotations"- 
oder „Eevoluiions fläche" zu nennen, während die feste Gerade Z 
als die „Drehachse", „Botationsachse" oder kurz als die „Achse" 
dieser Fläche bezeichnet wird. 

Es ist einleuchtend, dass die Kreise, welche die einzelnen 
Punkte der Kurve C bei der Umdrehung um Z beschreiben, der 
Fläche selbst angehören müssen; mau bezeichnet dieselben, da sie 
in zur Drehachse senkrechten Ebenen liegen und mithin sämtlich 
untereinander parallel sind, als die „ParalleXkreise" der Rota- 
tionsfläche. 

Diese Parallelkreise können als ein System von „erzeugen- 
den Kurven" für die Rotationsfläche betrachtet werden, oder 
mit anderen Worten jede Rotationsfläche kann als Ort der Lagen 
eines veränderlichen Kreises angesehen werden, dessen Ebene 
zu einer festen Geraden (Drehachse) senkrecht steht, dessen Peri- 
pherie stets eine feste Kurve C im Räume trifft und dessen Mittel- 
punkt ununterbrochen auf der genannten Drehachse liegt. 
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Denkt raan sicli eine Rotationsfläclie darch Uradrelumg irgend 
einer Kurve C um eine Achse Z erzeugt, und hierauf eine zweite 
Kurve C, welche alle Parallelkreise trifft, sonst aber beliebig ist, 
auf der Fläche verzeichnet, so wird die besagte Kurve, ura Z ge- 
dreht, dieselben Parallelkreise beschreiben, also auch die nämliche 
Rotationsfläche, wie die Kurve C, hervorbringen. 

Hieraus folgt der Satz: 

„Jeie Botatiomfiäche hann auf unendlich viele verschiedene 
Arten durch Umdrehung einer Kurve um die Drehachse erzeugt 
werden." 

Unter allen Kurven, welche durch Umdrehung um die Achse 
Z die Rotationsfläche erzeugen, sind die wichtigsten die „Meri- 
diane", d. h. jene Kurven, welche sich im Schnitte der Rota- 
tionsfläche mit den durch die Drehachse Z gelegten Ebenen er- 
geben. 

Stellen wir uns beispielsweise unter Z [Fig. 266, Taf. XS] 
die Drehachse, unter Kj, Kg, K^ . . . verschiedene Parallelkreise 
einer Rotationsfläche vor und nehmen wir an, dass irgend eine 
durch die Drehachse Z gelegte Ebene E die Umdrehungsfläche in 
der Meridiankurve M schneide. Die letzthezeichnete Kurve M 
ist offenbar gleichzeitig der geometrische Ort der Punkte, in 
welchen die Ebene E die Parallelkreise Kj, Kg, K3 , . . trifft. 

Nachdem die Mittelpunkte o^, Og, O3 . , . der Parallelkreise 
Kj, Kg, Kg . . . auf der Drehachse Z liegen, so werden die letzteren 
von der Ebene E in Pnnktepaaren a^, b^; 83, b^; Bg, b^; . . . so 
getroffen, dass a^bj, a^ b^, Hgbg , . . Durehmesser dieser Kreise 
repräsentieren, oder dass mit. anderen Worten, die Pnuktepaare 
a^, b^ ; a^, bg ; a^, bg ; . . . symmetrisch gegen die Drehachse liegen. 
Da aber weiter die genannten Punktepaare der Meridiankurve 
M angehören, so folgt unmittelbar, dass auch diese symmetrisch 
gegen die Drehachse Z ist. 

Selbstverständlich kann die Rotationsfläche auch durch Um- 
drehung der Meridiankurve M um Z erzeugt werden, und es 
ist klar, da-.s hierbei die einzelnen Lagen Nl', M" . . . . welche M 
bei der Drehung annimmt, selbst wieder Meridiankurven, d. h. 
Schnitte der Rotationsfläche mit Ebenen, welche die Achse Z ent- 
halten, darstellen müssen. Es ergibt sich mithin der Satz: 

„Die sämtlichen Meridiankurven einer Sotationsfläche sind 
symmetrisch gegen die Drehachse gelegene und untereinander kon- 
gruente Kurven." 
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Aus der Symmetrie der Meridiankurve gegen die Dreliaehse 
folgt, dass zur Erzeugung der Rotationsfläche durch die erstere 
eine halbe Umdrehung hinreicht. 

§ 363. 

Deuken wir uns, wie vorher, eine Rotationsfläche mit einer 
durch die Achse Z [Fig. 266, Taf. XX] gehenden Ebene E nach 
der Meridiankurve M geschnitten, und seien a,b,, a^b^, a^bg . . . 
die Durchmesser, in welchen die Parallelkreise Kj^, Kg, K3 . . . von 
der Ebene E geschnitten werden. 

Nachdem alle diese Parallelkreise Kj, Kg, Kj, . . . durch die 
entsprechenden Durchmesser a^b^, agbg, Hgbg . . . symmetrisch ge- 
teilt werden, und überdies ihre Ebenen zur Ebene E senkrecht 
stehen, so folgt, dass die genannten Parallel kreise, und mithin 
auch der geometrische Ort derselben, d. i, die Rotationsfläche selbst, 
gegen die Ebene E symmetrisch liegen. Daher der Satz: 

„Sine Rotationsfläche tvird durch jede ihrer Meridianebmen 
in zwei symmetrische Hälften geteilt." 

Wird ferner eine Rotationsfläche durch eine beliebige Ebene 
e in einer Kurve C geschnitten, so lässt sich leicht zeigen, dass 
auch diese Kurve eine Symmetrieachse besitze. 

Es ist einleuchtend, dass jede Ebene durch eine zu ihr senk- 
rechte Ebene symmetrisch geteilt wird. 

Wenn man nun senkrecht zur Ebene e durch die Achse Z 
die Meridiauebene E legt, so ist dieselbe gleichzeitig für die Ebene 
e und für die Rotationsfläche eine Symmetrieebene, und folglich 
auch eine Symmetrieehene für die Schnittkurve C. Die Symme- 
trieachse für die letztere ergibt sich offenbar als die Schnittgerade 
der beiden Ebenen E und e. Es gilt also der Satz: 

„Jeder ebene Schnitt einer Rotationsfläche ist durch die, der 
schneidenden Ebene und der zur letzteren senkrechten Meridianehene 
gemeinsamen Geraden symmetrisch geteilt." 

§ 364. 

Die Tangentialebene einer krummen Fläche in irgend 
einem ihrer Punkte ist, wie wir (§ 262) bereits wissen, durch zwei 
Tangenten der Fläche in dem betreffenden Punkte bestimmt. 

Ist die Fläche eine Rotationsfläche, so geht durch einen 
beliebigen Punkt C^ derselben [Fig. 266, Taf. XX] stets ein 
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Parallelkreis K^ sowohl als auch eine MeridiankurTe M'. Die 
Tangenten t^ und c^S^ dieser lieideu Kurven sind aber auch Tan- 
genten der Fläche im Punkte Cj und bestimmen mithin die 
Tor genannte Tangentialebene. 

Man erkennt sofort, dass die Tangente t^^ des Parallelkreises 
Kj im Punkte C^ zu der durch c^ gehenden Meridianebene 
senkrecht steht; das Gleiche wird daher auch von der durch tj 
gehenden Tangentialebene gelten. Ee besteht daher der Satz: 

„Die Tangentialebene einer Eotatiomßäche ist stets senkrecht 
SU der durch den entsprechenden Berührunc/spunkt gehenden Meri- 
dianebene." 

Wenden wir den vorstehenden Satz auf alle Punkte Cj, Cg, Cg , . . 
einer und derselben Meridiankurve M' [Fig. 266, Taf. XX] au, so 
ergibt sieh, dass die vorgenannten Tangentialebenen jenen Cy- 
liuder einhüllen, als dessen Leitkurve man die Meridian- 
karve M' selbst betrachten kann, und dessen Erzeugenden zur 
Ebeue der letzteren senkrecht stehen. Daher besteht der Satz: 

„Mne Botationsfiäche ivird längs einer jeden Meridiankurve 
von einem Cylinder berührt, dessen Erzeugenden zur Ehern der be- 
treffenden Meridianhurve serikrecht stehen" 

§ 365. 

Führt man an die Meridiaukurve M einer Rotationsfläche 
[Fig. 266, Taf. XX] eine beliebige Tangente a^S^, so muss die- 
selbe notwendig die Drehachse Z in einem Punkte S^ trefl'en. 

Dreht man nun die Kurve M sowohl, als auch die Tangeute 
a,S^ derselben um Z, so wird M die Rotationsfläche, die Tangente 
ajS^ dagegen einen ümdrehungskegel erzeugen, dessen Scheitel 
Sj und dessen Achse Z ist. Der Berührungspunkt a, durchläuft 
hierbei den Parallelkreis V^^, welcher, wie an und für sich klar, 
auch dem vorbezeichneten Kegel angehört. 

Nachdem jede Erzeugende des vorgenannten Kegels gleich- 
zeitig eine Tangente einer gewissen Meridiankurve, also auch der 
ümdrehungsfläche selbst in einem Punkte des Parallelkreises K^ 
ist, so stellt derselbe offenbar jenen Kegel vor, welcher der Rota- 
vom Punkte Sj als Scheitel umschrieben ist und 
! längs des Parallel kreises K^ berührt. Die Tangential- 
ebenen der Rotationsfläche in den Punkten von K^ sind sodann 
selbstverständlich auch Tangentialebenen {§ 264) des Kegels (Sj, K,). 
Es gilt sonach der Satz: 
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„Eine Botationsfläche wird längs jedes Parallelkreises von einem 
geraden Kreiskegel (Umdrehungshegel) berührt, dessen Achse mit 
der Drehachse identisch isl." 

Denkt man eieli an Stelle einer beliebigen Tangente eine zur 
Rota+ionsacliae parallele Tangente der Meridiankurve 
gewählt, so wird dieselbe bei der Umdrehung um die Achse Z spe- 
ziell einen der Rotationsfläche längs eines bestimmten Parallel- 
kreises umschriebenen Rotationaeylinder erzeugen. 

Ein derartiger Parallelkreis wird ein „Äguatorialkreis" 
oder ein „Kehlkreis" genannt, je nachdem die Rotationsfläche 
längs desselben beziehungsweise ihre konkave oder ihre kon- 
vexe Fläche der Drehachse zukehrt. 

§ 366. 

Die tbeoretisehen Betrachtungen über Rotationsflächen wollen 
wir mit einer Erörterung absehliessen , weiche gei^entiich der 
centralprojektiviscben Darstellung dieser Flächen von Nutzen 
sein kann. 

Seien IW' und M" [Fig. 266, Taf. XX] irgend zwei Meridian- 
korven einer Rotationsfläche, welche die Parallel kreise K^, K^, K3, . . 
in den Punkten Ci,di,ei,f,; C2,da,ea,fa; Ca.dg.ej.fg; . . . 
schneiden mögen. 

Zieht man die Kreissehnen CiB,, d^f^, C^ej, dgf^, CgOg, d^f^, . . . 
so findet man, dass dieselben sämtlich zu der einen Ebene, welche 
den Winkel der Meridianebenen von W und M" halbiert, senk- 
recht stehen, also untereinander parallel sind. (Man vergl. auch 
die Betrachtungen in §§ 47 und 48,) Dieses Ergebnis sagt nichts 
anderes aus, als dass man durch die beiden Kurven M' uud M" 
einen Cylinder legen könne, dessen Erzeugenden die ge- 
nannten Kreissehnen sind. 

Das Gleiche gilt ofl'enbar auch von den Sehnen C^f^, »jd,, 
Cjfg, Ggdg ■ ■ .. welche zu der zweiten Winkelhalhierebene 
von M' und M" senkrecht stehen, also einen zweiten Cylinder be- 
stimmen. Es besteht mithin der Salai: 

„Durch zwei beliebige Meridtanhurvm einer Rotationsfläche 
kann rnan stets zwei C^Underflächen legen. Die Erseugenden der- 
selben sind normal zu den zwei Ebenen, welche die Winkel zioischen 
■den beiden Meridianebenen halbieren." 
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§367. 

129. Aufgabe: Es ist Alf, Kontur einer Rotationsfläche, deren 
Äeltse zur BildcTI>eiie sentreclit steht, in centraler Projek- 
tion zu lionstruieren. 

Sei A [Fig. 267, Taf. XX] der Hauptpankt, liier also gleich- 
zeitig Fluchtpuokt der Drehache Z, D der Durehstoaspnnkt der 
letzteren und M die Centralprojekfcion der Hälfte einer beliebigen 
Meridiankar ve, etwa derjenigen, welche in der Ebene NlbMy liegt. 

Nachdem die Rotationsachse Z zur Bildebene senkrecht steht, 
werden die sämtlichen Parallelkreise znc Bildebene parallel sein 
und mithin, centralprojektivisch dargestellt, unmittelbar wieder 
als Kreise erseheinen. 

Nehmen wir auf Z einen beliebigen Punkt 0^ als Mittelpunkt 
eines Parallelkreises an, und ziehen wir die zur Trace Mb der Me- 
ridiaBehene M, Mj, parallele Gerade 0^3^, ao repräsentiert dieselbe 
offenbar die Centralprojektion einer zur Bildebene parallelen, in 
der Ebene MbMy liegenden Geraden, d. i. einen Radius der Central- 
projektion des dem Punkte o^ entsprechenden Parallelkreiaes. Die 
Centralprojektion K^ dieses Parallelkreises wird demnach jeuer 
Kreis sein, der aus 0, mit dem Radius 0,31 beschrieben wird. 

Denkt man sich in gleicher Weise die Centralprojektionen 
K^, Kg, . . . beliebig vieler Parallelkreise konstruiert, so wird man 
die verlangte Kontur als die die ICreise K^, K^, Kg . . . ein- 
hüllende Kurve erhalten. 

§ 368. 

130. Aufgabe: Es ist die Kontur einer Rotationsfläche zu 
konstruieren, deren Achse in der Bildebene liegt. 

Sind Z [Fig. 268, Taf. XX] die in der Bildebene gegebene 
Rotationsachse, Mb die gleichfalls in der Bildebene (welche offen- 
bar gleichzeitig eine Meridianebene ist) liegende Meridiankurve, 
A der Hauptpunkt und AC„ die umgelegte Distanz, so kann man 
zum Bebufe der Konstruktion der Kontur von dem in § 365 
aufgestellten Satze folgenden Gebrauch machen. 

Die durch A senkrecht zu Z geführte Gerade e, repräsentiert 
den Voraussetzungen entsprechend die gemeinschaftliehe Flucht- 
trace aller Parallel kreischen en, während jede beliebig zu e, parallel 
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gezogene G-erade e[, stets die Bildfläclitraee einer aolchen Parallel- 
kreisebeue darstellen wird. Der betreffende Paralieikreis bat seinen 
Mittelpunkt 0, im Schnitte von e^ nnd Z, während der Radina 
desselben durch die Strecke O^a^ gegeben ist, welche auf ej) dnreh 
Z und Mb bestimmt wird. 

Zieht man weiter in a^ an die Meridianturve Mu die Tan- 
gente -T^, so erhalten wir (dem vorher angeführten Satze, § 365, 
gemäss) im Schnitte Sj von Z nnd Tj den Scheitel jenes Kegels, 
welcher der Rotationsfläche längs des in der Ebene e,e!, befind- 
liehen Paralielkreises K^ umsehriehen ist. 

Die durch Sj an die Centralprojektion von K^ gezogenen 
Tangenten sind (nach § 309) die Konturgeraden des umschriebenen 
Kegels, und da dieselben überdies die Bildfläcbtracen der beiden 
centralprojizierenden Tangentialebenen dieses Kegels, (also auch 
der Rotationsfläche) vorstellen, so repräsentieren sie gleichzeitig 
auch zwei Tangenten der gesuchten Konturkurve. 

Um diese beiden Geraden zn erhalten, betrachten wir (wie 
in § 309) den Pnnkfc Sj für einen Augenblick als die Centralpro- 
jektion eines in der Ebene e, el, liegenden Punktes, und legen ihn 
in dieser Eigenschaft um eä nach sJ in die Bildebene um. Die 
von sJ an den umgelegten Parallelkreis KJ gezogenen Tangenten 
t'o und t" treffen et, beziehungsweise in S' und h" so, dass man 
ihre Centralprojektiouen in t' = Sj5' und t"=Si5" dargestellt 
erhält. 

Die Berührungspunkte p' und p" derselben mit der Central- 
projektion des Parallel kr eises Kj ergeben sich mittels der Strahlen 
C(,p'„ und C,,p", wenn p",, und p" die Berührungspunkte von KJ 
mit t\ und t" bedeuten. 

Wie bereits vorher gezeigt wurde, sind nun t' und t" die 
Bildfläcbtracen zweier centralprojizier enden Ebenen, welche die 
Rotationsfläche in p" resp. p" berühren, d. h. zwei Tangenten 
der Kontnrknrve, deren Berührungspunkte beziehungsweise 
in p' und p" dargestellt sind. 

Durch ■ die willkürliche Wahl anderer Parallelkreisebeuen 
können auf gleiche Weise beliebig viele Tangenten der Kontur- 
kurve samt ihren Berührungspunkten ermittelt und so die voll- 
ständige Kontur der Rotationsfläche festgestellt werden. 
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131. Aufgabe: Die Kontur einer Botationsflächo ist zu kon- 
struieren, wenn deren AcLse parallel zur Bildebene liegt. 

Setzen wir vocaTis, Z [Fig. 268, Taf. XX] stelle die Central- 
projektjon der zur Bildebene parallelen Eotationsaehse und Mb die 
Centralprojektion der zur Bildebene parallelen Meridiankurve vor. 

Betrachten wir nebstbei Z und IWi, beziehungsweise als die in 
der Bildebene liegende Drehachse und die Meridiankurve einer 
zweiten Rotationsfläche, so ist ersichtlich, dass beide Flächen 
in bezug auf das Projektionscentcum ähnlich liegen. 
Hieraus folgt sofort, dass die besagten Flächen von dem näm- 
lichen Kegel aus dem Projektionscentrum berührt werden, also 
dieselbe Kontur besitzen. Hiermit erscheint die gestellte Auf- 
gabe auf die vorhergehende zurückgeführt, 

§ 370. 

132. Aufgabe: An eine Rotationsfläche, deren Achse Z 

[Fig. 269, Taf. XX] in der Bildebene liegt, ist parallel zu 

einer gegebenen Ebene T, eine Tangentialebene zu legen 

und ihr Berührungspnnht zu bestimmen. 

Nachdem die zur centralprojizier enden Ebene T„ parallele 
Tangentialebene die Gerade T„ zur Pluchtrace hat, so wird es 
sich bloss um die Konstruktion der zugehörigen Bildflächtrace 
Tb handeln. 

Wie wir bereits wissen {Satz 1, § 364), liegt der Berührungs- 
punkt der zu bestimmenden Tangentialebene in der zu ihr, also 
auch zur Ebene T, senkrechten Meridian ebene. Die Bildflächtrace 
Hb der letzteren fallt mit der in der Bildebene liegenden Dreh- 
achse zusammen, während die Fluehttraee die durch den Norma- 
lenfluehtpunkt Vg von T, parallel zu Hb geführte Gerade H, ist. 

Die Schnittgerade di^er Meridiaüebene Hy Hj, mit der zu kon- . 
struierenden Tangentialebene TvTi, muas notwendig eine Tangente 
der in H„Hj, liegenden Meridiankurve sein; ihr Fluchtpunkt kann 
daher nur der Schnitt V von H, und T„ sein. 

Denkt man sich nun die genannte Meridiankurve um Hb in 
die Bildebene gedreht, so wird dieselbe nach vollzogener Umlegung 
offenbar mit der in der Bildebene selbst gegebenen Meridiankurve 
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Mb zusammenfallen, und die um Hb umgelegte Schnittgerade von 
T„Tb und H„H], wird als die zum Flnchtstralile CßV parallele 
Tangente tg von Mb dargestellt ersdieineu. 

Bestimmt man nun die Centralprojektion t^Vd von t^, so 
ist die durch deu Durch stosspunkt d parallel zu T„ gezogene Ge- 
rade Tb die gesuchte Bildfläehtrace der Tangentialebene; 
ferner wird die Centralprojektion p des Berührungspunk- 
tes der letzteren mit der Rotationsfläche mittels des Strahles C^Py 
auf dV erhalten, wenn p^ den Berührungspunkt von Mb und In 



§ 371. 
133. Aufgabe: Die Kontur einer Rotationsfläelie, deren Achse 
in der BHdehene liegt, soll mit Hilfe der längs der Me- 
ridiankurven TierUlircnden Cylinder konstruiert werden. 

Selen Z beziehungsweise Mb [Fig. 270, Taf. XX] die in der 
Bildebene liegende Rotationsachse und Meridiankuive der Fläche; 
ferner stelle (A, C) das Projektionscentrum vor. 

Infolge der gemachten Voraussetzung fallen die Bildfläch- 
traeen aller Meridianebenen mit Z zusammen; wir können 
daher als Fluchttrace einer derartigen Ebene HIHI, eine beliebige 
zu Z parallele Gerade H'„ wählen. 

Der Cylinder, dessen Leitkurve die in der Ebene HIHI, lie- 
gende Meridiankurve ist, und dessen Erzeugenden senkrecht zu 
HiHi, sind, wird (Satz 2, § 364) die Rotationsfläche längs dieser 
Meridiankurve berühren, während die durch das Projektionscen- 
trum gehenden Tangentialebenen des Cylinders auch mit 
der Rotationsfläche eine Berührung eingehen, woraus hervorgeht, 
dass ihre Bildflächtracen zwei Tangenten der gesuchten 
Konturkurve vorstellen werden. 

Um diese Tangentialebenen zu finden, führen wir durch das 
Projektionscentrum eine Senkrechte zur Meridianebene HIHI, und 
bestimmen den Schnittpunkt a' heider. Letzteres kann sehr ein- 
fach mit Hilfe der durch das Projektionscentrum senkrecht zu Z 
geführten Ebene PvPb i^md ihrer ümlegung geschehen. 

Führt man weiter von dem Punkte a' an die Meridankurve 
in HlHb die Tangenten, so gehören dieselben, wie bekannt, den 
gesuchten Tangentialebenen an. 

Um die genannten Tangenten konstruieren zu können, legen 
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wir sowolil die Meridiankurve als auch den Punkt a' um Hl in 
die Bildebene um, wobei die erstere mit dem in der Bildebene 
gegebenen Meridsin Mb zusammenfällt, während a' nach a'„ gelangt. 
Zieht man nun von ct\ an Mb die Tangente t'„ und führt dieselbe, 
sowie ihren Beruh rnngspujikt p'„ nach V resp. p' zurück, wobei 
man von dem um H', umgelegten Projektionscentrum CJ Gebrauch 
macht, so erhält man in t' eine Gerade dargestellt, durch welche, 
den früheren Erörterungen gemäss, die centralprojiaierende Tan- 
gentialebene der Rotationsfläche im Punkte p' geht. Hieraus folgt 
aber, dass die Centralprojektion t' selbst bereit« die Bildfläehtrace 
(und Fluch ttrace) dieser Ebene repräsentiert, d. h. eine Tangente 
der Kouturkurve und Kwar jene im Punkte p' vorstellt. 

Indem man iu gleicher Weise andere Meridian ebenen benutzt, 
können beliebig viele Punkte und Tangeuten der Kontur- 
kurve ermittelt werden. 

Hier sei noch eine Hilfskonstruktion angeführt, welche 
es ermöglicht, das erläuterte Verfahren auch dann beizubehalten, 
wenn die Fluchttraee HJ einer solchen Meridianebene ausserhalb 
der Grenze der Zeich nungsfläehe zu hegen kommt. 

Die unzugängliche Fluchttraee HJ gehe beispielsweise durch 
jenen Punkt AJ, welcher sich im Schnitte von Pi, mit dem belie- 
big durch C gezogeneu Strahle CA° (um Pb umgelegte Palllinie 
von HJ) ergibt. Die durch den Schnittpunkt Z von 2== Hb und 
Pb parallel zw CÄJ gezogene Gerade (H") repräsentiert die um Pb 
umgelegte Fallliuie der Meridianebene HJHb. 

Führt man wieder, wie vorbei', durch C die Senkrechte zu 
(H^), so wird dieselbe (H^) und Pb beziehungsweise iu ctj und a^ 
treffen, wobei a\ die Centralprojektion jenes Punktes repräsentiert, 
in welchem die durch das Projektionscentrum senkrecht nur Ebene 
HjHb gezogene Gerade die letztere schneidet. Die ümlegnng aj 
dieses Punktes um Hb wird erhalten, wenn man za^^zal auf 
Pb aufträgt. Ziehen wir nun von a° an Mb die Tangente t^, so 
haben wir bloss diese und den Berührungspunkt p° derselben 
zurückzuführen. Hierzu benötigt man selbstverständlich das um 
HJ umgelegte Projektionseentrum C^, welches sich, trotzdem HJ 
unzugänglich ist, leicht ergeben wird, da man zu besagtem Zwecke, 
wie unschwer einsusehen, bloss CC^ parallel zu a^a" zu ziehen 
hat. Im übrigen gilt die früher erläuterte Konstruktion. 



y Google 



§ 372. 

134. Aufgabe: Es ist die Kontur einer Eotationsfläche, deren 

Achs« beliebig gegen die Büdetiene geneigt ist, zu ton- 

struieren. 

Die Drehachse Z ist durch die Gerade dv [Pig. 271, Taf. XX] 
dargestellt. Die durch dv zur Bildebene senkrecht gelegte Ebene 
sei P,Pbt Kud die zu dieser letzteren Ebene senkrecht geführte 
Meridianebene sei E,Eb. Die Rotationsfläche sei durch die Cen- 
tralprojektion M der in EyEb liegenden Meridiankurve gegeben. 

Um die Konturkurve der Rotationsfläche zu konstruieren, 
machen wir wieder von der Eigenschaft Gebranch, dass jede Tan- 
gentialebene eines lange des betreffenden Parallelkreises der Ro- 
tationsfläche umschriebenen Kegels auch die Rotationsfläche 
in einem Punkte des genannten Parallelkreises berührt. 

Bestimmen wir vor allem die dem Fluchtpunkt V der Achse 
entsprechende Normal enfluehttrace e«, d, i. die gemeinschaftliche 
Fluchttrace aller Parallelkrei sehe neu. Selbstverständlich 
kann jede beliebige, parallel zu öv gezogene Gerade eL als die- 
Bildflächtrace einer Parallelkreis ebene angesehen werden. Den 
Mittelpunkt des betreffenden Parallelkreises K^ erhalten wir als 
Schnittpunkt ö^ von dv mit 6,61, durch Zuhilfenahme der Ebene PvPi,. 

Die Ebene 6,6!) wird ferner die Meridianebene E, Eb in einer 
durch Ol gehenden Geraden ö schneiden, welche ofi^enbar zu b\, 
parallel sein wird, da der Anordnung gemäss die Traeen beider 
Ebenen e,e!) und E^Eb parallel sind. Weiter trifi't die Gerade s 
die Meridiankurve M in einem Punkte a^, und wir erhalten mit- 
hin in Oi&i die Centralprojektion eines (zur Bildebene parallelen) 
Radius des in 6,61 liegenden Parallelkreises K^ dargestellt. 

Zieht man in aj die Tangente Tj au M, so schneidet dieselbe 
dv in einem Punkte S^, der die Centralprojektion des Schei- 
tels jenes Rotationskegels repräsentiert, welcher der ümdrehungs- 
fläche längs des Parallelkreises K^ umschrieben ist. 

Ebenso wie an früherer Stelle (§ 368, Aufgabe 130) werden 
die von S^ au die Centralprojektion von Kj geführten Tangenten 
auch hier zwei Tangenten der Konturkurve liefern, und 
werden auch weiter ihre Berührungspunkte mit der Cen- 
tralprojektion von Kj die Berührungspunkte mit der Kon- 
tur selbst vorstellen. 
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Man, hat demnacli (wie in Aufgabe 130) s^ vorübergehend als 
die Centralprojektion eines in Cvel, liegenden Punktes zu betracb- 
ten und denselben, sowie auch die Punkte o^ und a^ um et nach 
sj, oj und a° umzulegen. Der aus o" durch aj beschriebene Kreis 
K'„ ist demnach die Umlegung des Parallel kreis es Kj, Führt man 
nun die von sj an K'„ gezogenen Tangenten t'^ nnd t", sowie 
deren Berührungspunkte p^ nnd p" beziebungs weise na«h t' und 
i", p' und p" zurück, so erhält man in t' und t" zwei Geraden, 
welche die Konturknrve in p' resp, p" berühren. Dadurch, 
dase man nun die gleiche Konstruktion für andere Parallelkreis- 
ebenen durchführt, können beliebig viele Punkte und Tangenten 
der zu bestimmenden Konturkurve ermittelt werden. 

§ 373. 

135. Aufgabe: Es soll die Berührungslfurvc einer Botations- 

ffläche, deren Achse in der Bildebene liegt, mit dem ihr 

aus einem gegebenen Punkte umschriebenen Kegel hcstimmt 

werden. 

Seien wieder Z und Mb [Fig. 272, Taf. XX] beziehungsweise 
die in der Bildebene liegende Achse und Meridiankurve der Ro- 
tationsfläche, während der Kegelseheitel P auf dem zur Bildebene 
senkrechten Träger Ad gegeben sei. 

Auch in diesem Falle werden wir von der Eigenschaft Ge- 
brauch machen, dass die Tangentialebenen eines der Rotations- 
fläche längs eines Parallelkreises umschriebenen Kegels auch diese 
Rotationsfläche in Punkten des genannten Parallelkreises berühren. 

Im vorliegenden Falle ist die durch den Hauptpunkt A senk- 
recht zu Z gezogene Gerade Cy die gemeinschaftliche Flucht- 
trace aller Parallelkreisebenen. Wählen wir eine solche 
Ebene, indem wir als ihre Bildfläehtrace eine beliebige zu e» pa- 
rallele Gerade el, annehmen, so erhalten wir im Schnitte 0^ von 
e^ mit Z den Mittelpunkt des betreffenden Parallelkreises und, 
wenn Bj den Schnitt von e[, mit Mb bezeichnet, in o^ai den Ra- 
dius desselben. Die in aj an Mb gezogene Tangente Xi trifft die 
Achse Z in dem Scheitel S^ des der Rotationsfläche längs 
des Parallelkreises Ki^(Oj,ai) umschriebenen Kegels. 

Durch den Punkt P ist nun an diesen Kegel die Tangential- 
ebene zu legen. Zu diesem Zwecke werden wir (§ 310) den Schnitt- 
punkt A,^ der Verbin dun gag er aden S^P mit der Parallelkreisebene 
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Bv Cb besfimmeu und von Ä^ an den Parallelkreis K^ die Tangenten 
führen. Behufe Dnrchfölirnng des Gesagten legen wir den Pa- 
rallellireis K^ and den Punkt A^ um et nach K" resp. i" um, und 
fiilireü die Berührungspunkt o pj und p^ der von ij an K" ge- 
zogenen Tangenten tj and t" beziehungsweise nach p^ und p^ 
zurück. Früheren Erläuterungen (§ 310) entsprechend, sind nun 
die Geraden p^Sj und PgS^ die Berührunga erzeugenden des Kegels 
(Sj,, Kj) mit zwei durch P gehenden Ebenen, woraus weiter folgt, 
daas die besagten Ebenen auch die ßotationsfläche in p^ 
und Pa berühren, dass also p^ und p^ zwei Punkte der zu 
bestimmenden Berührungsturve repräsentieren. 

Durch Wiederholung derselben Konstruktion für andere Pa- 
rallelkreise ergeben sich beliebig viele Punkte der Berührungskurve, 



§374. 

136. Aufgabe: Die Bcrühnmgskurve einer Ilotationsfläche, 

deren Aelise ziu* Bildebene senkrecht stellt, ist mit dein 

derselben parallel zu einer gegebenen Gei'aden umselirie- 

benen Cylluder zu ermitteln. 

Es seien A [Fig. 273, Taf. SS] der Hauptpunkt, D der Bild- 
fiächdurchstosspunkt der Drehachse, also AD=^Z die Centralpro- 
jektion der letzteren, ferner sei M, iWa irgend eine Meridianehene 
und M die Oentralprojektion der in dieser Ebene liegenden Meri- 
diankurve. V stelle den gemeinschaftlieben Fluchtpunkt der Er- 
zeugenden des der Fläche umschriebenen Cylinders vor. 

Die Methode, Punkte der Berührungsknrve zu erhalten, ist 
dieselbe, welche wir bereits in dem vorhergehenden Probleme zur 
Geltung brachten, doch vereinfacht sich die Konstruktion wesent- 
lich dadurch, dass sämtliche Parallelkreise, als parallel zur Bild- 
ebene, centralprojektiviach wieder als Kreise dargestellt erscheinen, 

Ziehen wir demnach an beliebiger Stelle eine zu Mb parallele 
Gerade, welche Z und IW beziehungsweise in Oj und a^ trifft, so 
repräsentiert die Strecke o^aj die Oentralprojektion eines 
Parallelkreisradius. Die Oentralprojektion des betreffenden 
Parallelkreises ist sodann durch jenen Kreis K^ dargestellt, wel- 
cher aus 0^ durch Sj gehend beschrieben wird. 

Die Tangente t^ an die gegebene Meridiankurve M in aj trifft 
die Achse Z in dem Scheitel s^ des die Botatioosääehe längs Kj 
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berührenden Kegels. Ä.n diesen Kegel sind parallel zu den in V 
verschwindenden Geraden, also durch die Gerade s^V Tangential- 
ebenen zu legen. 

Zu diesem Zwecke ermitteln wir den Schnittpunkt Aj von SjV 
mit der (zur Bildebene parallelen) Ebene des Parallelkreises Kj, 
indem wir einfach OjA^ parallel zu AV ziehen. Die von \ aus 
au K| geführten Tangenten tj=A^p,. und tg^A^p^ gehören zwei 
zu V parallelen Tangentialebenen des umschriebenen Kegels, also 
auch der Rotationsfläche selbst an. Die Berührungserzeu- 
geuden derselben mit dem Kegel sind die Geraden SjP^ und Sjp^ 
und ihre Berührungspunkte mit der Rotationsfläche sind 
unmittelbar die Punkte p^ und Pg, welche als solche bereits der 
gesuchten Berührungskurve angehören. 



§ 375. 

137. Aufgabe: Es ist der el)ciie Schnitt einer Rotationsfläclie, 

dei-eii Aclise zur Bildeliene senkrecht steht, zu 

bestimmen. 

Sei, wie vorher, Z = AD [Fig. 273, Taf. XX] die Drehachse, 
MvMb irgend eine Meridianebene, M die Projektion der in dieser 
Ebene liegenden Meridiankurve und EvEt die sehneidende Ebene. 

Die Schnittkurve der Rotationsfläche mit der Ebene E wird 
man am einfachsten als den geometrischen Ort der Schnitt- 
punkte von E, Eh mit den Parallel kreisen der Fläche erhalten. 
Besagte Schnittpunkte können folgender massen bestimmt werden. 

Man zieht irgend eine zu Mb parallele Gerade, welche M dies- 
falls in a^ trifft, und erhält sofort in O^a^ einen Radius eines Pa- 
rallelkreises Kj, so dass das Bild K^ unmittelbar verzeichnet werden 
kann. Nachdem die Gerade O^Bj der Meridiauebene MvMb ange- 
hört, so trifft sie die Schuittgerade 89 der letzteren und der 
Ebene E^Ej, in einem Punkte w^. Die Gerade (j, welche durch a^ 
parallel zu En gezogeu wird, repräsentiert offenbar den Schnitt 
von EvEb mit der zur Bildebene parallelen Ebene des Parallel- 
kreises Kj, trifft mithin den letzteren in zwei der gesuchten 
Schnittkurve direkt angehörenden Punkten b^ und bg. 

In gleicher Weise können weitere Punkte der Schnittkurve 
mit Hilfe anderer Parallelkreise konstruiert werden. 
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138. Aufgabe: Der etoene Schnitt einer Rotationsfläelic, deren 
Achse in der Bildebene liegt, ist zu hestiiamen. 

Es mögen 2 und Mo [Fig. 274, Taf. XXI] beziehungsweise die 
in der Bildebene Hegende Drehaciise und Meridiankurve und E, Eb 
die schneidende Ebene repräsentieren. 

Die Gerade «v (durch den Hauptpunkt A senkrecht zu Z ge- 
zogen) stelle die Fluchttrace der Parallelkreisebenen vor. 
Eine beliebige zu ihr parallele Gerade e|, repräsentiert die Eild- 
fläehtrace einer solchen Ebene. Die letztgenannte Trace e'b 
schneidet Z in dem Mittelpunkte Oj des entsprechenden Pa- 
rallelkreiaes K^ und die Kurve Mb in einem Punkte a^, durch 
welchen der besagte Kreis K^ geht. 

Der Parallelkreis K^ wird von der Sclinittgeraden vd^ der 
Ebenen E,Eb und e.Gb in zwei Punkten der gesuchten 
Sehnittkurve getroffen. Wie bekannt, werden diese Punkte 
einfach dadurch erhalten, dass man Ki und S^^vd^ um ej, be- 
ziehungsweise nach K" und 8° umlegt und deren Schnittpunkte 
p[ und p" nach p' und p" zurückführt. 

Mit Hilfe beliebiger anderer Parallelkreisebenen kann man nach 
derselben Methode weitere Punkte der Sehnittkurve bestimmen. 
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XL Abschnitt. 

Konstruktionen Ton und an Flächen 
zweiten G-rades. 

XXI. Kapitel. 
Die Kugel. 

§ 377. 

Die Kon'itinlihoiien, wclciie rtie Flachen zweiten Grades 
betreffen, stut/en sich im we^entUchen auf die in Kap. XIV ab- 
geleiteten Eigenscbatten Im folgenden wollen wir an einer Keihe 
von Problemen zeigen, wie die^^e EigeDsch'iften bei centralpro- 
jektiYischei Dai&telluug zweckentspiecbend verwertet werden 
können. Zunächst mögen einige Auf^iben die Kngelfläcbe — als 
die einfachste Flache zweiten GiaJes — betieffend, erledigt werden. 

139. Aufgabe: In centralprojelitivischer DarsteUung ist die 
Kontur einer Kugel zu konstruieren. 

Nachdem der einer Engel aus einem beliebigen Punkte — 
also speziell aus dem Projektionscentrum — als Scheitel umschrie- 
bene Kegel stets vom zweiten Grade ist, so wird auch dessen 
Schnitt mit dec Bildebene, d. i. die Konturkurve der Kugel, 
eine Knrve zweiten Grades sein. 

Man hätte demgemäss nichts weiter zu thun, als beispiels- 
weise die Bildfiächdurehstosspunkte von fünf durch das Projek- 
tionscentmm gehenden Kugeltangenten, oder die Bildflächtracen 
von fünf durch das Centrum gehenden Kugelberuhrebenen zu be- 
stimmen, um die Konturkurve durch fünf Punkte resp, fünf 
Tangenten vollkommen gegeben zu erhalten. 

Es gibt jedoch noch einen besonderen Weg resp. ein beson- 
deres Verfahren, auf Grund dessen man unmittelbar die Brenn- 
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punkte und die Brennpunktsaehse der verlangten Kontur- 
kurve konstruieren kann. Zu diesem Beiiufe .wollen wir folgende 
BetraehtuDg anstellen. 

Es repräsentiere S [Fig. 275, Taf. XXI] den Scheitel eines 
Botationskegels, K^ und K^ seien zwei Kugeln, welche von diesem 
Kegel längs der Kreise y^ und 7^ berührt werden, und e sei eine 
Ebene, welche die beiden Kugeln K^ und K^ beziehungsweise in 
fj und I2 berühren möge. Diese El)ene e wird den Keger in einer 
Kurve C zweiten Grades schneiden, deren Brennpnnkt-e, wie sich 
leicht zeigen lässt, die Punkte f^ und fg sind. 

Eine hehehige Kegel erzeugende g, welche notwendig auch eine 
gemeinschaftliche Tangente der beiden Kugeln Kj und K^ ist, be- 
rührt die letzteren in den Punkten Kj und o^, in welchen sie die 
Kreise yj und y^ trifft. Ferner ist der Schnittpunkt P von g 
und e ein Punkt der Schnittkurve C. 

Denken wir uns weiter in der Ebene e die beiden Verbin- 
dungsgeraden Pf, und Pfg gezogen, so werden dieselben zwei 
Tangenten der Kugeln K^ und Kj in den bezüglichen Punkten 
f, und fg vorstellen. 

Berücksichtigen wir nun, dass alle von einem Punkte ausser- 
halb an eine Kugel gezogenen Taugenten zwischen diesem Punkte 
und den betreffenden Berührungspunkten gleich lang sind, so er- 
gibt sich (in wahrer Gri5sse gedacht) dass: 

Pi^ = Pa^ und Pfa = Paa 
sei, und dass ferner auch: 

Pfj-fPfg^Paj + Pa^^KjOCg ist. 

Das Stück a^ctg ändert aber seine Grösse nicht, welches 
auch die Lage der Erzeugenden g, und welches auch die Lage des 
Punktes P in der Kurve C sein mag; es ist somit 

Pf^-|-Pfg = konstant 
für alle Punkte von C, oder mit anderen Worten fj und f^ sind 
die Brennpunkte der Schnittkurve C. Man hat demnach 
den von Dandelin herrührenden Satz: 

„Die Bremtpunkte der Kurve zweiten Grades, in welcher ein 
Botationslcegel von einer beliebigen Ebene geschnitten wird, sind die 
BerührungspunJde dieser Ebene mit jenen zwei Kugeln, welche gleich- 
zeitig dem Kegel eingeschrieben sind." 

Diesem Satze kann jedoch noch eine andere Form gegeben 
werden, welche ihn dem Zwecke centralprojektivischer Dar- 
stellung geeigneter macht. 
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Denken wir uns nämlich die Berülimngsradien f^o^ und f^^ä 
der beiden Kugeln K^ nud Kg gezogeu, so werden dieselben senki-echt 
z« e, also untereinander parallel sein, und man wird aus der ähn- 
lichen Lage der beiden Kugeln gegen den Kegelscheitel S finden, 
dass der Punkt f^, in welchem f^O^ die Kugel Kj zum zweitenmal 
sehneidet, auf dem Verbind ungsstrahle Sf^ liege. 

Nehmen wir ferner irgend eine zu 6 parallele Ebene E an, 
so werden die Schnitte von e und E mit dem Kegel zwei ähnlich 
gelegene Kurven zweiten Grades (§ 196) sein. Es werden daher 
auch die beideii Brennpunktpaare (^ und fgj Fj und F^ ähn- 
lich liegen, oder F^ und F^ sind die Schnitte der Ebene E mit 
den Strahlen, welche von dem Kegelscheitel S nach den End- 
punkten 1, und fj des zu E senkrechten Durchmessers der 
Kugel K^ gezogen weiden Hiernach besteht der Satz: 

„Die Brennpunkte emti ebenen Schnittes emei Botaiionskegds 
werden gefunden, indem man die Ejidpunlte des ^m tümeidenden 
Ebene senkrechten Durchmessers irgend einei dem Kegel einge- 
schriebenen Kugel vom Keqelscheitel aus auf die tchnetdmde Ebene 
projiziert." 

Auf Grund dieses Satzes lat es leicht die eingaug" gestellte 
Aufgabe konstrukti\ duichzufuhien 

Sei [Fig. 276, Taf. XXI] der auf dem zur Bildebene senk- 
rechten Träger Z = A(1 gegebene Kugelmittelpunkt und r der 
Kugelradius. 

Die centralprojizierende Ebene PvPbi deren Traeen mit dem 
Bilde 2 des zur Bildebene senkrechten Kugeldurchmessers Ad zu- 
sammenfallen, ist gleichzeitig eine Diametralebene der Kugel, 
schneidet mithin die letztere in einem Kreise K, dem ebeufalls der 
Mittelpunkt und der Radius r zukommt. 

Legen wir um Pb das Projektionscentrura , den Durehmesser 
Z mit dem Mittelpunkt und den Kreis K in die Bildebene nach 
Cp, Zu, Oo und Ko um, projizieren wir femer die Endpunkte f° 
und f° des Kreisdurchmessers Zo you Cß aus auf Pu beziehungs- 
weise nach Fj und F^, so stellen die beiden letztgenannten Punkte 
die Centralprojektionen der Endpunkte des zur Bildebene senk- 
rechten Kugel durchmessers Z, also, dem letztbewiesenen Satze ge- 
mäss, die Brennpunkte der Kugelkontur vor. 

Zieht man weiter in der Umlegung die beiden von C^ aus- 
gehenden Tangenten t'^, und t" an K„, welche Pb beziehungsweise 
in a und b trefPeu, so repräsentieren die Punkte a und b, als 
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Bildfiächdurclistosspunfete zweier Tangenten des Kugelkreises K 
(also aucli Tangenten der Engel selbst), zwei Punkte der Kon- 
tarkurve. Naclidem dieselben aber nebstbei mit den Brenn- 
punkten Fj und Fg in derselben Geraden liegen, so stellen sie 
insbesondere die Endpunkte der Brennpunktsachse dar. 

§ 378. 

140. Aufgabe: Es sliid die Schnittpunkte einer Ocmden dv 
[Fig. 277, Tat. XXI] mit einer Kugel, deren Httelpunkt o 
auf dem Träger S9 gegeben und deren Radius gleich r ist, 

zu liomtruieren. 

Führen mr zunächst durch dv und auf bereits bekannte 
Weise die Hilfsebeue D, Di,. Dieselbe ist offenbar eine Diarnetral- 
ebene der Kugel, schneidet die letztere also in einem Kreise K, 
dem der Mittelpunkt und der Radius v entspricht. 

Legt man sodann die gegebene Gerade I ^^ dv und den eben 
genannten Kreis K um Db in die Bildebene nach \g resp. K,, um, 
so ergeben sich im Schnitte a^ und bg von K^ und (^ die Um- 
legungen der gesuchten Schnittpunkte, woraus ohne wei- 
teres die Bilder a und b derselben abgeleitet werden können. 

§ 379. 

141. Aufgabe: An eine Kugel, welche diu-eh ihren Mittel- 
punkt auf dem Träger 89 [Fig. 278, Taf. XXI] und durch 
den Radius r gegehen ist, sollen parallel zu einer gegebenen 

Ebene T„ die Berührebenen gelegt werden. 

Bestimnien wir mittels des der Fluebttrace Tv entsprechenden 
Normal enflucbtpunktea Vs den zur Ebene Tv senkreebten Kugel- 
durchmesser VgOS', so wird derselbe auch zu den verlangten Tan- 
gentialebenen senkreebt stehen; seine Endpunkte werden dar- 
her die Berührungspunkte der letzteren vorstellen. 

Um die Bilder a und b dieser Berührungspunkte zu erhalten, 
haben wir {etwa mittels des Teilpunktes T von VgO in der Hilfs- 
ebene hvhb) den Radius p von aus auf VgO nach aa beziehungs- 
weise ob aufzutragen. 

Bestimmt man schliesslich die Büdflächtrace T^ jener Ebene, 
welche durch a gebt und deren Fluebttrace T„ ist, so wird durch 
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T^T^ die eine der gestellten Aiifgabe entsprechende Berühr- 
ebene bestimmt, wäbi-end man die zweite Tangierungsebeoe 
T^Tu in gleicher Weise nnter Benütznng des Punktes b erhalten 
würde. 

§ 380. 

142. Aufgabe: An eine Kugel, deren Mittelpunkt o auf dem 
Trager Stp [Fig, 279, Taf. XXI] gegeben und deren Radius r 
ist, sind durch, eine Gerade DV Berührebenen zu legen und 

die Berührungspunkt« zu ermitteln. 

Führt man, mit Hilfe der dem Fluchtpunkte V entsprechen- 
den Normalenfluehttraee Dy die zur Geraden DV senkrechte Dia- 
metralebene D„Di, der Kugel, so wird, da dieselbe mit der Geraden 
I = DV konjugiert ist (§ 303), der Kreis K, in welchem sie die 
Kugel sclineidet, gleichzeitig die Berührungskurve der letzteren 
mit dem parallel zu DV umschriebenen Cjlinder (Satz 3, § 292} 
repräsentieren and werden weiter die durch DV gehenden Tangen- 
tialebenen des besagten Cylinders gleichzeitig auch die verlangten 
Kugeltangentialebeuen darstellen. 

Bestimmeu wir mithin den Schnittpunkt S von DV und DvDi,, 
und legen s sowie auch den Diametralkreis K um Du in die Bild- 
ebene nach 8(1 resp. K^ um, so haben wir bloss von S^ aus eine 
Tangente. t|, an K,, zu führen, and dieselbe sodann samt dem Be- 
rührungspunkt f)\ beziehungsweise nach i' = d^Vj und p' zurück- 
zufuhren. 

Die durch DV und d^v, bestimmte Ebene TlTi berührt dann 
den vorgenannten Cylinder längs d^r Erzeugenden Vp' und 
die Kugel im Punkte p'. Die zweite der Aufgabe entspre- 
chende Tangentialebene erhält man bei Benützung der zweiten 
von s„ aus an K^ geführten Tangente. 

§381. 

143. Aufgabe: Ocgehcn ist ein Eotationsfcegel, dessen Achse 
zni' Bildehene senkrecht steht, und innerhalh desselhen ein 
Punkt; durch diesen Punkt soll eine Ebene tou solcher 
Lage geführt werden, dass besagter Punkt der Brennpunkt 

ihres Schnittes mit dem Kegel wird. 
Die Achse des Kotationskegela sei Z = A d [Fig. 280, Taf. XXI], 
ferner sei der aus dem Durch stosspunkte d derselben als Mittel- 
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punkt beschriebene Kreis K der Schnitt äes Rotationskegels mit der 
Biidebene und weiter sei F der auf dena Träger &tp gegebene Punlit. 

Die Lösung des gestellten Problems beruht auf der Anwen- 
dung des in § 377 angeführten ersten Satzes. Wird nämhch eine 
Kugel bestimmt, welche dem Kegel eingeschrieben ist und 
nebstbei durch den Punkt F geht, so stellt, dem vorerwähnten 
Satze gemäss, die Tangentialebene dieser Kugel im Punkte 
F bereits die verlangte Ebene vor. 

Um die besagte Konstruktion durchzuführen, legen wir zu- 
nächst durch F und durch die Achse Z = Ad die Hilfsebene PyPb- 
Diese Ebene schneidet den Kegel in den beiden symmetrisch zur 
Achse Z liegenden Erzeugenden Sd^ und Sdg, 

Die zu bestimmende Kugel hat ihren Mittelpunkt auf der 
Achse Z, geht durch F und wird von allen Erzeugenden, also 
auch von Sd^ und Sd^, berührt. Bezeichnete Kugel wird mithin 
von der Hilfsebene PvPb in einem Kreise K, geschnitten werden, 
der seinen Mittelpunkt ebenfalls auf Z hat, durch F geht und 
die beiden Geraden Sdj und Sdg berührt. 

Die Kugel selbst wird bestimmt sein, sobald der besagte 
Kreis K^ bekannt ist. Um den letzteren zu konstruieren, legen 
wir die beiden Geraden Sü^^ and Sd^ sowie den Punkt F um Pb 
beziehungsweise nach S^d, , S^d^ und Fq um. Zeichnet man nun 
einen Kreis, welcher S^dj und S^d^ in irgend welchen Punkten 
berührt, so wird derselbe mit dem zu bestimmenden Kreise KJ 
(in bezug auf Sq als Ähulichkeitscentrum) ähnlich liegen. Dem 
Punkte Fg entspricht ähnlich einer der beiden Schnittpunkte von 
k und SoFp, beispielsweise der Punkt ^. Man erhält nun, wie 
sofort ersichtlich, mit Hilfe der ähnhch gelegenen, d. i. parallelen 
Geraden S"« und FqÜ^ den Mittelpunkt o^ von K". 

Bestimmen wir weiter die Taugente t^ von K° in F,, und 
deren Centralprojektion F:=DV, so wird die zu bestimmende 
Ebene als Tangentialebene der früher genannten Hilfskugel 
durch DV gehen, und, nachdem sie zu dem durch F gehenden 
Kugelradius senkrecht ist, dieser aber in der Ebene P, Pb liegt, 
wird sie auch zu dieser Ebene normal sein müssen. Weil aber 
PvPb senkrecht zur Bildebene ist, so werden die Tracen E„ und Eb 
der gesuchten Ebene durch jene Geraden dargestellt erscheinen, 
welche durch V und D senkrecht zu Pb gezogen werden können. 

Der zweite Schnittpunkt von k und S^ Fo liefert, als mit F^ ähn- 
lich gelegen aufgefasst, eine zweite der Aufgabe eutspreeheude Ebene. 
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XXII. Kapitel. 

Rotationsflächen zweiten Grades. 
§ 382. 

144. Aufgabe: Ein Botationshyperboloid Ist durch die in der 

Bildebene liegende Drehachse und durch eine Erzeugende 

gegeben; es sollen die Achsen eines ebenen Schnittes dieser 

Pläehe bestimmt werden. 

In § 207 taben wir gezeigt, dass ein windscbiefea Hyper- 
boloid zwei gleiche Achsen haben kann, so daas es von allen zur 
dritten Achse senkrechten Ebenen in Kreisen geschnitten wird. 
Diesfalls kann die Fläche durch Umdrehung einer beliebigen 
auf ihr liegenden Linie, also auch durch Umdrehung einer ge- 
radlinigen Erzeugenden um die letztgenannte Achse (§ 362) her- 
vorgebracht werden, woraus zu entnehmen ist, dass ein Rota- 
tionshyperholoid durch seine Drehachse und eine gerad- 
linige Erzeugende (welche selbstverständlich diese Achse nicht 
schneiden darf) vollständig bestimmt sei. 

Nehmen wir nun an, es sei Z [Fig. 281, Taf, XXI] die in 
der Bildebene liegende Rotationsachse, dv = g die gerade Frzeu- 
gende des Hyperboloides, und es sollen die Achsen der Schnitt- 
knrve dieser Fläche mit der Ebene EtEb bestimmt werden. 

Behufs Lösung dieses Problems ist es vorteilhaft, das Um- 
drehungshyperboloid gleicli zeitig als windschiefe Fläche (Fläche 
zweiten Grades) sowie als Rotationsfläche zu betrachten, und die 
diesen Flächengattungen wesentlich zukommenden Eigenschaften 
bei den durchzuführenden Konstruktionen zu benutzen. 

Nachdem das Uradrehungshyperboloid vom zweiten Grade 
ist, so ist auch der zu bestimmende ebene Schnitt eine Kurve 
zweiten Grades, und da die Fläche gleichzeitig als Rotations- 
fläche aufgefasst werden kann, so wird die eine Achse der Schnitt- 
Iturve (Satz 2, § 363) die Schnittgerade x =, diVi der Ebene EvEj, 
mit der zu ihr senkrechten Meridianebeue P, Pb sein; die End- 
punkte dieser Achse sind die gemeinschaftlichen Punkte der Ge- 
raden x = djVi und des Hyperboloides. Um die besagten Punkte 
zu finden, stellen wir folgende Betrachtung an. 

Peeflhka, Trde PerapelsUve. 32 
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Die Gerade X= d^v^ schneidet die Dreliachse Z in dem 
Punkte dj. Die zu bestimmenden Schnittpunkte von X mit 
dem Hyperboloide wollen wir mit a und b bezeichnen. 

Denken wir \ms die Gerade X um Z gedreht, so wird dieselbe 
einen Rotationskegel mit dem Scheitel dj erzeugen, während die 
beiden Punkte a und b hierbei zwei Kreise beschreiben werden, 
welche diesem Kegel sowohl, als auch dem Hyperboloid angehören, 
und mithin notwendig die Hyperboloideraeugende dv = g in 
zwei Punkten a,' und ß' treffen müssen, welche man ihrerseits 
wieder als die Schnittpunkte von dv = g mit dem vorgenannten 
Rotationskegel auffassen kann. Auf diese gegenseitige Ab- 
hängigkeit gründet sieh nun nachstehende Konstruktion. 

Wir wählen eine beliebige zur Achse Z senkrechte Ebene, 
am einfachsten die centralprojizierende Ebene e,, als Basisebene 
des Hilfskegels. Die Basis des letzteren ist sodann jener Kreis, 
welcher den Schnitt a von Z and e„ zum Mittelpunkte hat und 
durch den Schnittpunkt n von By und X = d^Vj geht. Nach der 
ümlegung um e, erscheint der besagte Kreis in K„ dargestellt. 

Die durch den Kegelscheitel d^ und die Gerade dv^=g ge- 
legte Hilfsebene h, hb schneidet die Ebene e» in der Geraden 
(p5 = s, welche um Cv umgelegt, in So dargestellt erscheint. Die 
gemeinschaftlichen Punkte oc,, und ß,, von K^ und S^ liefern, in 
die Projektion nach a resp. ß zurückgeführt und mit d, verbun- 
den, die beiden Kegelerzeugenden d^a und d^ß, welche gleich- 
zeitig der Ebene fi.hi, angeboren. Die Sehnittpunltte a' und ß' 
derselben mit dv:=g sind nun auch die Schnittpunkte von g 
mit dem Rotationskegel. 

Legt man weiter durch a' und ß' die beiden zur Achse Z 
senkrechten Ebenen e^e^ und e^^e^, so repräsentieren dieselben, der 
vorhergehenden Betrachtung entsprechend, die Ebenen der dem 
Rotationshyperboloide und dem Rotationskegel gemeinschaft- 
lichen Kreise; ihre Schnittpunkte mit der Geraden x = d,v^ 
sind daher die gesuchten Achsenendpunkte a und b. 

Um die zweite Achse der Schnittkurve zu ermitteln, 
zeichnen wir jene Ebene e„e^, welche den Abstand der beiden 
Ebenen 6^,6^ und e^e^ halbiert, also auch durch den Mittel- 
punkt von ab (Mittelpunkt der Schuittkurve) geht. Diese 
Ebene e^e^ schneidet die Ebene EvEi, in einer durch gehenden 
und gleichzeitig auf x^djVi senkrecht stehenden Geraden y:=daV3, 
&. i, in der zu bestimmenden zweiten Achse der Schuittkurve. 
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Die Endpunltte dieser Achse sind die in- letzteren und dem 
Hyperijöloide gemeinschaftlichen Punkte. Dieselben werden, da 
die dnrch y gehende Ebene G^e^ aar Achse Z aeukrecht steht, 
als die Schnittpunkte von y und dem in dieser Ebene liegenden 
Parallelkreise K^ des Hyperboloides erhalten. Der Kreis K^ hat 
den Sehnittpniikt i von Z und e^ zum Mittelpunkte und geht 
überdies dnrch den Schnittpunkt [t von g = dv und e„e^. Nach 
der UmleguQg um e^ erscheinen K^ und y beziehungsweise in 
K^ und y(p. Wie ersichtlich sind im vorliegenden Falle die beider- 
seitigen Schnittpunkte imaginär. 

Hieraus folgt, dass die Schuittkurve eine Hyperbel ist, 
welche ab zur reellen Achse und y zur imaginären Achse hat. 

Es wird sich nun darum handeln, die Asymptoten dieser 
Kurve zu ermitteln, also jene Geraden aufzusuchen, welche durch 
den Kurvenraittelpunkt und durch die unendlich fernen Punkte 
der Schnittkurve gehen. 

Zu diesem Behufe führen wir die Gerade djV parallel zur ge- 
gebenen Hyperboloiderzeugenden g. Bei der Umdrehung um Z 
erzeugt die Gerade d^v einen Eotationskegel, dessen Erzeugenden 
zu den Hyperboloid erzeugenden offenbar parallel sind. Bestimmen 
wir auf bekannte Weise die gemeinschaftlichen Erzeugenden djV^ 
und diVg dieses Kegels und der Ebene E, Ej,, so werden zwei Er- 
zeugenden des Hyperboloides existieren, welche zu dj^Vj^ und djV^, 
also auch zur Ebene EvEb parallel sind, und mithin die unend- 
lich fernen Punkte der Schnittkurve liefern. Centralpro- 
jektivisch sind diese Punkte in Vj und V^ dargestellt, so dass man 
schliesslich in 2, = OV^ und 2g=0Va die gesuchten Asymp- 
toten erhält. 

§ 383. 

145. Aufgabe: Es sind dio Sclinittpunkte eines llotations- 

elllpsoides mit einer beliebigen Gei*adcn zu 

konstruieren. 

Die allgemeine Lösung dieser Aufgabe würde darin bestehen, 
dass man durch die gegebene Gerade irgend eine (geeignete) Ebene 
legt, die Schnittkurve zweiten Grades der letzteren mit der Fläche 
bestimmt, und hierauf die der Geraden und dieser Schnittkurve 
gern ein seh aftl ich en Punkte konstruiert. 

82* 
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Man kann jedoch diesfalls auch nach einer besonderen Me- 
thode, die sieh übrigens auch für andere das Eotationsellipsoid 
betreffende Aufgaben als vorteilhaft erweist, vorgehen, indem man 
das ElHpsoid durch affine Transformation in eine Kugel 
überfuhrt. 

Denken wir uns nämlich eine Ellipse M [Fig. 282, Taf. XXI] 
mit den Achsen AB und CD, und einen Kreis Mj von dem Durch- 
messer CD um AB gedreht, so wird die erstere ein Rotationsellip- 
soid, der letztere dagegen eine Kugel erzeugen. Beide Flächen 
berühren sich längs des Kreises K, welchen die Punkte C und D 
bei der Umdrehung erzeugen. 

Die beiden Meridiankurven M und Mj sind affin in bezug auf 
die Richtung der Achse AB als „Afflnitätsstrahlenrichtung", ond 
wird das Gleiche von allen Paaren von Meridiankurven der beiden 
Flächen gelten. Das diesbezügliche Äffinitätsverhältiiis ist 

P7c:PiTC = AO:AiO = AO:CO 
also gleich dem Achsenverhältnisse der Ellipse M. 

Wählt man nun die Richtung Z der Achse AB als Richtung 
der Affinitätsstrahlen im Räume, die Ebene des gemeinschaftlichen 
Parallelkreises CD:=K als Afflnitäts ebene und das Verhältnis 
AO : CO als die Charakteristik einer räumlichen Affinität, 
so werden sich (Satz in § 217 und nach § 218) die Kugel und 
das Ellipsoid affin entsprechen. Auf Grund dieser Affinität 
gelangt man zu der nachstehenden Lösung des gestellten Problems. 

Sei dv [Fig. 283, Taf. XXII] die Rotationsachse des Eilip- 
soides, auf dv der Mittelpunkt des letzteren, während die Längen 
der Rotationsachse und der zweiten Achse des Elhpsoides {seitwärts 
gezeichnet) durch ihre Hälften X und y gegeben seien, wobei y gleich- 
zeitig den Radius des Äquatorialkreises repräsentiert. Die Gerade, 
deren Schnittpunkte mit dem Ellipsoid zu bestimmen sind, sei DV. 

Wir verwandeln das Ellipsoid affin in eine Kugel, indem 
wir, wie vorher erläutert wurde, die durch senkrecht zu dv ge- 
legte Ebene DvDi, als Affinitäts ebene , dv als Affinitätsstrahlen- 

riehtung und — als charakteristisches Verhältnis wählen. Die 

besagte Kugel ist sodann durch den Mittelpunkt und den Ra- 
dius y vollständig bestimmt. 

Sellfötverständlich muss nun gleichzeitig auch die gegebene 
Gerade DV in derselben Weise affin transformiert werden. 
Der Punkt A in welchem dieselbe die Affinitätsebene Dy Db schneidet, 
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bleibt hierbei offenbar uugeandert, während raaB eleu ciuem be- 
Kobigeii Punkte a von DV entsprechenden Punkt a^ erhält, wenn 
man den Schnittpunkt cc des Affinitätsstrahles va mit dor 
Affinitätaebene bestimmt und die Strecke aa centralprojek- 
tivisch (diesfalls mittels des Teilungspunktes T von av) in dem 
Verhältnisse a a : aj a :^ x : y teilt. 

Die transformierte Gerade a^Ä oder DjVj schneidet die Kugel 
(0, y) in zwei Punkten ?^ und Rj, welche (wie in Aufgabe 140) 
mittels der durch DjV^ gelegten Durchmesser eh eue ßvCb erhalten 
werden und offenbar den Schnittpunkten des Ellipsoides 
mit der Geraden OV affin entsprechen, so, dass man die 
letzteren unmittelbar als Schnittpunkte P und R von DV mit den 
Afflnitätsstrahlcn P^v und R^v -findet, 

§ 384. 

146. Aufgabe: Durch eine Gerade sind an ein Umdreliiings- 

ellipsoid die Berülirelteneii zu legen. 

Auch dieses Problem kann nach der Torhergehend bespro- 
chenen Methode durchgeführt werden. Man hätte nämlich wieder 
das Ellipsoid sowohl, als auch die gegebene Gerade affin so zu 
transformieren, dass das eratere in eine Kugel verwandelt wird. 

Die durch die transformierte Gerade gehenden Kugel- 
tangeiitialebenen (welche wie in Aufgabe 142 zu konstruieren sind) 
entsprechen affin den zu suchenden Berührebenen des Ellipsoides, 
und werden die beiden letzteren als jene Ebenen erhalten, welche 
durch die gegebene Gerade und die Schnittgeraden der Kugeltan- 
gentialebenen mit der Äffinitätsebene gelegt werden können, 

§ 385. 

147. Angabe; In einer Geraden sind jene Pankte zu bestim- 
men, deren Abstände von einem gegebenen Punlite und einer 

gegebenen Ebene in einem bestimmten Verbältnisse 
stehen. 

In der Skizze [Fig. 284, Taf. XXII] möge D die gegebene 
Ebene in einer zur Bildebene senkrechten Lage und F den ge- 
gebenen Punkt vorstellen. Ziehen wir durch F die zu D senk- 
rechte Gerade Z, und legen durch Z irgend eine Ebene E, so wii-d 
der geometrische Ort aller Punkte P in der letzteren, deren 
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Äbstäüde von F imd D in einem konstanten Verhältnisse k 
stöben, bekanntlich eine Knrvo M aweiten Grades sein, für welche 
F den einen Brennpunkt, der Schnitt von D und E die zuge- 
hörige Direktrix und k die Excentrizität repräsentiert. 

Da sich ferner die Abstände eines Panktee von F und D 
nicht ändern, wenn er um Z gedreht wird, so ist einleuchtend, 
dass der geometrische Ort aller Punkte P im Räume, deren 
Abstände von F und D im Verhältnisse k stehen, jene Rotations- 
fläche zweiten Grades sein wird, die sich durch Umdrehung 
der Kurve M um 2 ergibt. 

Die zu suchenden, in der gegebenen Geraden liegenden Punkte 
erhält man sodann als die Schnittpunkte der Geraden mit der 
vorgenannten Rotationsfläche. 

§ 386. 

148. Aufgabe; Durch ein« Gerade sind an ein zweiteiliges 

TJmdreliungsIiyjierboloid die Berüiirebenen zu legen und 

die entspreclienden Berülirungsp unkte zu l>estimmeii. 

Bevor vrir auf die centralprojektivische Durchführung 
dieser Aufgabe eingehen, wollen wir zunächst noch die Methode 
ihrer Lösung auseinander setzen. 

Ein zweiteiliges TJmdrehungshyperboloid entsteht be- 
kanntlich durch Rotation einer Hyperbel um ihre reelle oder 
Breunpunktsachse. 

Denken wir uns die Rotationsachse Z [Fig. 285, Taf, XXII] 
in der Bildebene liegend und sei M die gleichfalls in der Bild- 
ebene liegende Meridianbyperbel, seien ferner A und B ihre Schei- 
tel und F^ und Fg ihre Brennpunkte in Z. 

Die Tangentialebene des Rotationshyperbolqides sei 
nun in einem Punkte p dieser Meridianhyperbel IW zu bestimmen. 
Besagte Ebene ist durch die Tangente \ von M in p und dadurch 
bestimmt, das* sie (Satz 1, § 364) senkrecht zu der Ebene des 
Meridians M steht. 

Führt man durch einen der Brennpunkte, beispielsweise durch 
F^, auf die Tangente i die Senkrechte F^ti:, so wird dieselbe auch 
auf der vorgenannten Tangentialebene senkrecht stehen. Weiter 
liegt der Schnittpunkt t: von i und F^tc (Satz in § !88) auf dem 
über AB als Durchmesser beschriebenen Kreise K^. Trägt man 
auf FjTC von x aus die Strecke F^x nach tcXj nochmals auf, so 
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geht, wie leicht zu findeu (§ 1.88), die Gerade %Fg iliu-ch deu 
Berührungspunkt p. 

Berücksichtigt mau einerseits, dass 7C auch i 
des von F^ auf die Tangentialebene gefällten '. 
stellt, und anderseits, daes der Ereia K^, also auch der Punkt ti 
auf jener Kugel liegt, welche die Brennpunktsachse AB zum 
Durchmesser hat, so erhalten wir als Ergebnis der augestellten 
Betrachtung den Satz: 

„Der Fusspunkt des von einem Brennpunkte eines zweiie-: 
Botationshyperhohides auf eine Tangentialebene desselben ; 
Perpendikels Hegt auf jener Kugel, welche über der Botidionsachse 
(Brennpunktsachse) des Hyperboloides als Durchmesser beschrieben 
wird." 

Dieser Satz gestattet folgende Lösung der oheu gestellten 
Aufgabe: Dei' Einfachheit halber wählen wir die Rotatiousachse 
Z [Fig. 286, Taf. XXII] in der Bildebene; ferner seien die Punkte 
0, A, B, Fj und Fg auf Z beziehungsweise der Mittelpunkt des 
Hyperboloides, die Achsenendpunkte und die Brennpunkte desselben. 
Endlich sei DV die Gerade, durch welche die Tangentialebenen 
an das Hyperboloid geführt werden sollen. 

Bezeichnen wir eine dieser Tangentialebenen mit Tv'T^ oder 
kurz mit T' und den Fusspunkt des vom Brennpunkte Fj auf die- 
selbe geführten Perpendikels mit n:. Sobald dieser Punkt tc be- 
kannt resp. gefunden ist, unterliegt auch die weitere Konstruk- 
tion der Tangentialebene keinerlei Schwierigkeiten. Zur Bestim- 
mung von % dienen die nachstehenden Beziehungen. 

Nachdem das Perpendikel FjTi; auf die zu suchende Tangen- 
tialebene auch normal zu allen Geraden in der letzteren, also auch 
normal zur gegebenen Geraden DV sein muss, so wird dasselbe 
und mithin auch der Punkt tc in der durch Fj senkrecht zu DV 
gelegten Ebene SvSi, liegen. Dem vorbewiesenen Satze entspre- 
chend liegt aber z auch auf jener Kugel, welche über AB als 
Durchmesser beschrieben werden kann, mithin im Sehnittk reise K 
dieser Kugel mit der Ebene S,Sb. 

Bestimmen wir ferner den Schnittpunkt a von DV mit SvSft, 
so wird offenbar auch die Gerade aTt auf FjTü senkrecht stehen 
müssen, woraus weiter folgt, dass tc auch auf jenem Kreise y 
liegen werde, welcher in der Ebene S,Sb über aFj als Durchmesser 
verzeichnet werden kann. Hiernach ist ersichtlich, dass tc der 
eine oder der andere Schnittpunkt des Kreises y mit jenem Kreise 
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K ist, in welchem die Ebene SvSb die über AB gelegte Kugel 
schneidet. 

Legen wir daher den Kreis K sowohl, als auch den Punkt a 
um Sb beziehungsweise nach Kp und a,, um, und beschreiben Über 
Fjjio den Kreis Tq, so wird jeder der beiden Schnittpunkte von 
Kg und 7o als der gesuchte Punkt TCß betrachtet werden können. 
Führt man TCq nach k zurück, so erhält man in F^ir die Nor- 
male zur Tangentialebene. Der Fluchtpunkt f von Fjir 
liegt selbstverständlich in S,. 

Die durch DV senkrecht zu 9F1TC geführte Ebene TlTb re- 
präsentiert bereite die geforderte Tangentialebene. Um ihren 
Berührungspunkt p zu finden, haben wir, wie schon früher 
bemerkt wurde, die Strecke F^t: von x nochmals nach jctc' aufzu- 
tragen (in der Umleguug um Sb ist it^t:'^ = F,7C(,) und hierauf 
die Gerade tc'F^ zu ziehen. Der Schnittpunkt p von tc'F^ mit 
TliTI) ist sodann der verlangte Berührungspunkt. (In Fig. 286, 
Taf. SXII dienten zu seiner Bestimmung die Geraden tpA und Z, 
welche zufällig die Flucht- resp. Bildflächtrace einer durch Tu'Fg 
gelegten Ebene repräsentieren.) Der zweite Schnittpunkt der 
vorbezeichneten Kreise y^ und K,, liefert offenbar eine zweite der 
Aufgabe entsprechende Tangentialebene des zweiteiligen ßotations- 
hjperboloides, 

§ 387. 

149. Aufgabe: Au ein Rotatioiisparaboloid ist pai-allol zu 

einer gcgoftenen Ebene eine Bei-ühi-obene zu legen. 

Wir wählen die Rotationsachse Z = Ad [Fig. 287, Taf. XXIT] 
senkrecht zur Bildebene. Auf derselben sei S als der Scheitel des 
Paraboloides (genieinschaftliclier Scheitel aller Meridianparabeln) 
und F als der Brennpunkt (gemeinschaftlicher Brennpunkt aller 
Meridianparabeln) gegeben. 

Da die zu bestimmende Tangentialebene zu einer gegebeneu 
Ebene T parallel sein soll, so heisst dies bekanntlieh in central- 
projektivischer Darstellung nicht anders, als dass dieselbe eiue 
mit der gegebenen Ebene gemeinschaftliche Pluchttrace T, besitze. 

Die Meridianebene PvPb, welche man senkrecht zu Tv führt, 
wird aiich auf der zu suchenden Tangentialebene senkrecht stehen, 
und die in ihr liegende Meridiauparabel wird daher (Satz 1, § 364) 
den Berührungspunkt p der letzteren enthalten. 
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Nacliiäem die Sclmittgeracle der Tangentialebene mit der 
Meridianebene P„Pb die Tangente der genannten Meridian- 
parabel im Punkte p ist, so wollen wir zunächst diese Tangente 
konstruieren. Der Fluchtpunkt derselben ist der Schnittpunkt A^ 
von Pv und T„. 

Der der Trace T, entsprechende Normalenfluchtpunkt Vs ist 
offenbar auch der Fluchtpunkt aller (geraden in der Ebene PvPb, 
welche auf den in A^ verschwindenden Geraden, also auch auf 
der zu suchenden Meridiantangeute senkrecht stehen. Die Gerade 
FVg ist mithin zu der gesuchten Meridiantangente senkrecht. Die- 
selbe trifft weiter die Scheiteltangente t der Meridianparabel (das 
ist die durch den Scheitel S senkrecht zur Achse Z, also parallel 
zu Ph gezogene Gerade) in dem Punkte ic, durch welchen Punkt 
schliesslich die Meridiantangeute t senkrecht zu FVj (Satz 2, 
§ 188) zu fuhren ist und somit durch A^ir dargestellt erscheint. 

Die durch ihren Durchstosspunkt 8 (Schnitt von i^A^ju mit 
Pb) parallel zu Tv gezogene Gerade Tb repräsentiert demnach die 
BJldflächtrace der gesuchten Berührebene. 



XXIII. Kapitel. 

Dreifiehsige Flächen zweiten Grades. 

§ 388. 

150. Aufgabe: Es sind zwei lionjugierte Durelimessei- doa 

ebenen Schnittes einer dreiachsigen Fläche zweiten Grades 

zn konstiTiieren. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, beziehen wir 
die Aufgabe auf ein durch drei konjugierte Durchmesser 
gegebenes Ellipeoid. 

Behufs Vereinfachung der Konstruktionen wollen wir über- 
dies annehmen, dass zwei dieser Durchmesser, ab und cd [Fig. 288, 
Taf. XXil] in der Bildebene liegen, während der dritte ef auf 
der gegen die BiMebene geneigten Geraden OV (O = Durchstoss- 
punkt und gleichzeitig Mittelpunkt der Fläche) sieh befinden möge. 
Die sehneidende Ebene sei EyEb. 
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Nachdem der ebene Schnitt der Fläche zweiten Grades 
stets .eine Knrve zweiten Grades ist, so werden zu seiner Bestim- 
mung fünf Elemente (Punkte ctder Tangenten) vollständig aus- 
reichen, und diese können folgenderm aasen konstruiert werden. 

Das EUipsoid schneidet die Bildebene in einer Ellipse, welche 
durch die beiden konjugierten Durchmesser ab und cd bestimmt 
ist. Mit Hilfe des über ab als Durchmesser beschriebeneu mit 
dieser Ellipse affinen Kreises K^ können auf bereits bekannte Art 
die Schnittpunkte tli und n der ersteren mit der Bildebene resp. 
der Bildflächtrace Eu, d. s. zwei Punkte der Sehnittkurve, 
ermittelt und ebenso die Tangenten tj = T^ und tg = Tb dei- 
EUipse (abcd) in den Punkten m und n festgestellt werden. 

Die Tangentialebenen des Ellipsoides in den Punkten m 
und n gehen beziehungsweise durch die beiden Tangenten Tä und 
T^, haben also die letzteren Geraden zu ihren Bildflächtracen. Die 
zugehörigen Plüchttracen TJ und Ty gehen durch den Fluchtpunkt 
V des Durchmessers ef, da die Tangentialebenen des EUipsoides in 
allen Punkten der Ellipse (abcd) zu dem der Ellipsen ebene kon- 
jugierten Durchmesser ef parallel sind (Satz 3, § 292). 

Die Taugenten der Schnittkurve in den Punkten m und , n 
erhält man (§ 263) als die Schnittgeraden t^ und tt^ der Ebene 
E,Ej) mit den beiden Tangentialebenen TJT^ und T^Tg. 

Zur vollständigen Bestimmung der Sehnittellipse ist nun- 
mehr nur noch ein Punkt erforderlich, und diesen kann man als 
den einen gemeinschaftlichen Punkt der in der Dur eh messerebene 
ßvGb liegenden Elbpae abef mit der Schnittgeraden i^^Stp der 
Ebenen e,ejj und E, Eb konstruieren. Legt man zu diesem Zwecke 
den Durchmesser ef und die Schnittgerade I um et, beziehungs- 
weise nach Cofo und l,, um, so wird die umgelegte Ellipse durch 
die konjugierten Durchmesser ab und e^f,, bestimmt. Bezieht man 
diese Ellipse affin auf den über ab beschriebenen Kreis K,,, seist 
es auf bekannt« Weise leicht möglich einen Schnittpunkt p,, der- 
selben mit 1(1 zu bestimmen, und dessen Centralprojektion p durch 
Zurückführen festzustellen. 

Die Schnittkurve des ElSipsoides mit der Ebene EyEb 
ist nun durch die drei Punkte m, n, p, und die Tangenten 
Tj und Tg in den beiden erst angeführten Punkten vollständig be- 
stimmt. 

Zwei konjugierte Durchmesser der besagten Schnitt- 
kurve können nunmehr konstruiert werden, indem man die be- 
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aeicliueteii fünf Elemente nin En iiaeh nio, Po, ti^, t° und ir° um- 
legt (in Fig. 288 nictit ausgeführt), sodimn mittels irgend eiaes 
den Geraden rj und t^ eingeschriebeuen Kolliiiearkreisea 
(§ 201) zwei konjugierte Durchmesser aufeueht und durch 
Zui-ückfnhrnug die Projektionen der letzteren bestimmt. 

Dieselbe Methode der Bestimmung des ebenen Schnittes eiuür 
dreiachsigen Fläche zweiten Grades durch fünf Elemente 
kann im wesentlichen auch dann beibehalten werden, wenn die 
Lage der Fläche gegen die Bildebene eine ganz allgemeine ist. 

§ 389. 

151. Aufgabe: Ewel Aclis«ii «incr d rciiiclisigen Fläche zirclteii 

färadös liegen In (l«r JälMebeüe; es s^ind <lie Schnittpunkte 

der Flüche mit irgend einer Geraden zn ermitteln. 

Wir setzen die Fläche als „Ellipsoid" voraus und nehmen 
an, es seieu ab und cd [Fig. 289, Taf. XXII] die in der Bildebene 
liegenden Achsen, et die zur Bildebene senkrechte dritte Achse, 
und I die Centralprojektion der in einer zur Bildebene senkrechten 
Ebene Sv% gegebenen Geranien, deren Schnittpunkte mit der Fläche 
bestimmt werden sollen. 

Die allgemeine Methode zur Lösung der gestellten Aufgabe 
besteht darin, dass man durch die Gerade irgend eine Ebene legt, 
die Schnittkurve der letzteren mit der Fläche anfsucht und hierauf 
die dieser Selinittkurve und der gegebenen Geraden gemeinschaft- 
lielien Punkte konstniiert. Im allgemeinen wird man aber selbst- 
verständlich jiicht irgend eine beliebige durch die Gerade gehende 
Hilfaebene benützen, sondern in jedem besonderen Falle eine solche 
wählen, deren Schnittkurve mit der Fläche sich am einfaehsten 
bestimmen lässt. So wird man beispielsweise im vorliegenden Falle 
die zur Bildebene (Aehseuebene des Ellipsoides) senkrechte Ebene 
e,eb mit Vorteil verwenden können. 

Da nämlich das Ellipsoid die Bildebene als Achsen- oder 
Symmefcrieebene besitzt, so wird auch der Schnitt der Fläche mit 
der zur Bildebene eenki'echten Ebene fiyei, durch die Bildfläch- 
trace % symmetrisch geteilt werden; es wird somit ßb die eine 
Achse der Sehnittkurve repräsentieren. Die Endpunkte m 
und n derselben ergeben sich als Schnittpunkte mit der in der 
Bildebene liegenden Hauptellipae abcd mittels do,ö über ab ge- 
legten Äffinkreiaes Kn. 
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Die die Achsen ab und ef enthaltende Ebene ist ebenfalls 
senkreelit zur Bildebene, schneidet mithin die Ebene e,ei) in jener 
zur Bildebene perpendikulären Geraden, welche durch den Scbnitt- 
punkt n: der Tracen Ci, und h|, gebt. Die besagte Sehnittge- 
rade selbst trifft wieder die in h„hh liegende Hauptellipse abef 
in zwei Punkten, welche sieh folgendermassen bestimmen lassen. 
Man legt ef und die vorgenannte Schnittgerade um lib ^= ab in 
die Bildebene nach %% resp. ait um, so, dass die umgelegte 
Hauptellipse durch die Achsen ab und eof,, dargestellt ist. Die 
üher diesen Achsen beschriebenen Kreise Ku und y dienen, wie 
bekannt, zur Bestimmung der vorbezeiehneten Schnittpunkte. Die 
za ab senkrechte Gerade aiu sehneidet nämlich Kg in a; femer 
trifft die Verbindungsgerade aO den Kreis y in ß, und weiter be- 
gegnet die durch ß parallel zu ab gezogene Gerade ^tZq die Ge- 
rade «TU in dem der Ellipse angehörenden Punkte %^. 

Die Ellipse, in welcher das EUipsoid von der Ebene 
e,eb geschnitten wird, ist somit bestimmt durch die eine Achse 
mn und durch einen Punkt p, welcher in der durch -n: senkrecht 
zur Bildebene gezogenen Geraden tcA liegt, und von iz den Ab- 
stand x% besitzt. 

Um die Schnittpunkte der Geraden I mit dieser El- 
lipse zu konstruieren, legen wir l und p {mit Hilfe des Haupt- 
punktes A und des Distanzpunktes N) um Bb in die Bildebene be- 
ziehungsweise nach Ifl und p^ um. 

Die Ellipse (mn, pd) bezieben wir afün auf den über mn als 
Durchmesser beschriebenen Kreis K" (wie in § 210), wobei sich 1„ 
in (Iß) verwandelt. Den SchEiittpuukten (PJ) und (PJ) von (lo) 
und K" entsprechen dann affin die Schnittpunkte PJ und P' der 
umgelegten Ellipse (mti, Po) mit der umgelegten Geraden (q. 

Führt man schliesslich diese Punkte (mit Hilfe des Haupt- 
punktes A und Distanzpunktes N) nach I zurück, so erhält man 
die gesuchten Centralprojektionen Pj und Pg der der Ge- 
raden I und dem Ellipsoide gemeinschaftlichen Punkte. 
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§ 390. 

ir)2. Aufgabe: Eine Fläche zweiten Grades ist durch einen 
ihrer Diametralaehnitte, ferner dnrch die Lage des diesem 
Diametralsehnitte konjugierten Durchmessers und durch 
einen Punitt gegeben; es soll die Tangcntialohene der Fläche 
In diesem Punlitc bestimmt werden. 

Nehmen wir allenfalls an, die bezeichnete Flache sei ein 
einraanfceliges dreiachsiges Hyperboloid, nnd der gegebene 
Diametralschnitt, welchen wir der Einfachheit halber in der Bild- 
ebene liegend voraussetzen wollen, sei eine Hyperhel mit der 
reellen Achse ab [Fig. 290, Taf. XXII] und den Asymptoten s^ 
und dj. 

Der der Bildebene konjugierte Durchmesser sei ov = D (o gleich- 
zeitig Mittelpunkt der Fläche und der vorgenannten Hyperbel) und 
endlich sei P der auf dem Träger S9 gegebene Punkt des Hyper- 



TJm die Tangentialebene einer Flache zweiten Grades in einem 
ihrer Punkte zu konstruieren, kann man mit Vorteil die in Kap. XIV 
entwickelten polaren Eigenschaften verwenden. So wird man bei- 
spielsweise im vorliegenden Falle folgendermassen verfahren können. 

Denken wir uns vorerst die durch den Punkt P zum Durch- 
messer VO^D parallele Gerade vdp hestimmt. Dieselbe wird das 
Hyperboloid noch in einem zweiten Punkte P' treffen, welcher 
mit P symmetrisch gegen den Bildfläch durchstoaspuukt dp liegt, 
da (Satz 1, § 292) alle zum Durchmesser vo ^ D parallelen Sehnen 
durch die diesem Durehmesser konjugierte Durchmesser ebene (hier 
die Bildebene) halbiert werden. 

Die Tangentialebenen der Fläche in den beiden Punkten P 
und P' sehneiden sich (Satz in § 286) in der der Geraden PP' = vdp 
in bezug auf die Fläche konjugierten Geraden I. Durch die Ge- 
rade I gehen aber weiter (Satz 2, § 284) die Polarebenen aller 
Punkte von PP':^vdp, also auch die Bildebene als Polarebene 
des unendlich fernen Punktes V, oder mit anderen Worten, die 
Polare I der Geraden PP' =^ dpV in bezug auf die Flache liegt in 
der Bildebene und repräsentiert gleichzeitig die Bildfiäehtrace 
der Tangentialebene des Hyperboloides im Punkte P so- 
wohl, als auch im Punkte P'. 

Weiter wiixl (Satz in § 285) die Gerade I auch die Polare 
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des Pönlctes dp in bezng auf die Bjperhel (ab, er,, ffg) darstellen, 
und kann in dieser Eigeascliaft folgendermassen konstruiert werden. 

Wir ziehen durch dp die zur Äclise X senkrechte Gerade i\ 
und bestimmen, etwa unter Zuhilfenahme des über ab beschrie- 
benen Hilfskreises -{ auf x den Punkt iz, welcher mit dem Schnitt- 
punkte TL von X und t] das Punktepaar ab harmonisch trennt. 
Wie leicht einzusehen, stellt sodann u:^ die Polare von t] in 
bezug auf die Hyperbel (ab, a^, a^) dar. Nachdem aber f\ 
den Punkt dp enthält, wird (Satz 2 in § 153) die gesuchte Po- 
lare I von dp durch TCj gehen. 

Ziehen wir ferner den durch dp gebenden Hyperbeldurchmesser 
Äj, so wird man (Satz in § 178) den ihm konjugierten Durch- 
messer ig als jenen Strahl erhalten, welcher mit Äj das Asymp- 
totenpaar öj^ög harmonisch trennt (Viereckskoustruktion 12345). 
Gemäss der Definition konjugierter Durchmesser einer Kurve zwei- 
ten Grades ist der unendlich ferne Punkt U von Ag der Pol von Aj; 
es muss mithin (Satz 2, § 153) die Polare von dp durch U gehen, 
und wird mithin nur jene Gerade I sein können, welche durch x^ 
parallel zu A^ geführt werden kann. 

Den früheren Betrachtungen entsprechend, ist I gleichzeitig 
die Bildflächtrace Tb der gesuchten Tangentialebene des 
Hyperboloides im Punkte P. Die Piuchttrace Ty wird erhal- 
ten, wenn man den Träger 69 oder vdp von P durch einen anderen 
8'<p', dessen Durcbstoaspunkt &' in Tb liegt, ersetzt, und durch 9' 
die Parallele zu Tb führt. 

§ 391. 
153. Aufgabe: Ein dreiachsig«» EHipsoid. ist durcli eine ihrer 
Kreisel*enen (Durchmesaerofccue^der einen KreisscLnlttachar), 
den in derselben liegenden Kreis, und dnrcli den der Kreis- 
ebene konjugierten Durchmesser gegchen. Es soll die Tan- 
gentialebene der Fläche in einem ihrer Pnnkte bestimmt 
werden. 

Der vorgenaunte^Durchmeseer sei in der Geraden dv [Fig. 291, 
Taf. XXII] centralprojektiviseh durch seine Endpunkte a uud ö 
bestimmt. Die Kreisebene, welche selbstverständlich durch den 
Mittelpunkt W der Fläche (Halbierungspunkt der Achse ab) gehen 
muss, sei e,ei,. Der in dieser Ebene e^B], liegende Kreis K besitze 
den in wahrer Grösse gegebenen Radius r. 
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Um zuaäcliBt einen beliebigen Punkt p dos ElUpsoides zn 
ei-mitteln, legen wir durch den Dnrehmesser dv eine beliebige 
Ebene h,hb. Der Schnitt dieser Ebene mit der Fläche ist eine 
Ellipse k, welcher ab anf dv als der eine Durchmesser entspricht, 
während der Schnitt i^V^ von 6,611 und hvtib den mit ab konju- 
gierten Durehmesser cd vorstellt. Die Länge cd deS Durchmessers 
d,Vj ist seibstverständlich dem Durchmesser des Kreises K, also 
2 p gleich. 

Legen wir die Ebene h, hb um hj, in die Bildebene um, wobei 
die beiden konjugierten Durchmesser ab und cd in wahrer Grösse 
und Lage At,K ""^sp- C|,d„ (wobei CoM|,= M(|do= r) erscheinen, so- 
kann man mit Hilfe des über aobo beschriebenen Hilfskreises Y 
leicht einen beliebigen Punkt p^ der Ellipse k,,, sowie die demselben 
entsprechende Tangente t^ konstruieren, 

Znrückgefiihrt erhalt man den Punkt p, welcher der Ellipse k, 
also auch dem Elhpsoide selbst angehört, und die Gerade t^Sip, 
welche in p sowohl die Ellipse k, als auch das Ellipsoid berührt. 

Da zur Bestimmung der Tangentialebene des EUipsoidea in 
dem Punkte p die Kenntnis einer zweiten Flächentaugente hin- 
reicht, so kann man vorteilhaft folgendermassen vorgehen. 

Wir ziehen (in der Umlegung) durch Pd die Parallele p^Op 
zn Codß, und führen den Schnittpunkt Of, von aobu und p^O^ nach 
zurück. Die Centralprojektion von poOj ist sodann die Ge- 
rade po, welche, als parallel mit cd reap. d,v^, ihren Fluchtpunkt 
in Vj hat. 

Die durch p parallel zur Ebene GvCb gelegt gedachte Ililfs- 
ebene schneidet den Durchmesser ab = dv in dem Punkte 0, und 
das Ellipsoid dagegen (Satz 1, § 294 und Satz 2, § 299) in einem 
Kreise Kj^, welcher einerseits durch p geht, anderseits aber den 
Mittelpunkt d und den Radius r^^Oup,, besitzt. 

Die Tangeute des Kreises K^ im Punkte p ist senkrecht zum 
Ereisradius po. Den Fluchtpunkt cpj^ derselben erhalten wir (in- 
dem wir das Projektionscentrum um e, nach C',, umlegen) im 
Schnitte von e, mit dem zu C',v^ senkrechten Fluchtstrahle C'nCpj. 

Nachdem die Tangentialebene der Fläche im Punkte p 
die eben gefundene Ereistangente p(pi und die früher bestimmte 
Tangente t = 8ip enthält, so ergibt sich ihre Fluchttraee Ty 
als die Verbindungsgerade der Fluchtpunkte tp nnd tpi, während 
die Biidflächtrace Tb der zu bestimmenden Tangierungs- 
ebene als die Parallele durch 5 zu T, gefunden wird. 
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154. Aufgabe: Ein drciaclisiges zweimauteliges Hyperboloid 
ist dnrcli seinen Asymptotenltegel und durch einen der 
Fläche angehörenden Punkt gegeben; es ist die Tangential- 
ebene der Fläche in diesem Punkte zu bestimmen. 

Der Scheitel des Asymptotenkegels und Mittelpunkt des Hy- 
perboloides M [Fig. 292, Taf. XXII] sei anf dem Träger 89 ge- 
geben; femer seien ab und cd die Achsen der Kurve K zweiten 
Grades (Ellipse), in welcher dieser Kegel die Bildebene schneidet, 
und endlich sei p der dem Hyperboloide angehörende (also not- 
wendig innerhalb des Asymptotenkegela anzunehmende) Punkt, 
bestimmt durch den Träger 8'<p'. 

Die Tangentialebene der Fläche im Punkte p ist (Satz 1, 
§ 29i) parallel zu jener Durchmesser ebene D, welche mit dem nacb 
dem Berührungspunkte p gezogenen Fläehendurchmesser Mp kon- 
jugiert ist. 

Ein Durchmesser und eine Durchmesserebene einer 
Fläche zweiten Grades sind konjugiert, wenn ihre un- 
endlich fernen Elemente bezüglich der Fläche, also speziell 
auch bezüglich der unendlich fernen Kurve dieser Fläche, 
konjugiert sind. 

Da das Hyperboloid und dessen Äaympfcotenkegel sowohl einen 
gemeinschaftlichen Mittelpunkt, als auch eine gemeinschaftliche 
unendlich ferne Kurve besitzen, so folgt, dass die vorgenannte 
Durchmesserebene D dem Durchmesser Mp auch in bezug auf 
den Aaymptotentegel konjugiert sein muss. 

Die Bildflächtrace Db dieser Ebene wird man demnach (Satz 2, 
§270) als die Polare des Bildfläcbdurchsfcosspunktes d von Mp in 
bezng auf die Bildflächapnr K (abcd) des Äsymptotenkegels (unter 
Zuhilfenahme des über ab beschriebenen mit K affiuen Hilfs- 
kreises Ko) erhalten. Nachdem die Ebene DvDb durdi M gehen 
soll, wird auch ihre Fluchttrace Dv auf bekannte Weise leicht ge- 
funden. 

Die zu bestimmende Tangentialebene TuTi, (Tv=^Dv) er- 
gibt sich, wie bereits vorhin bemerkt wurde, als jene Ebene, 
welche durch p parallel zur Ebene D,Di, geführt werden kann. 
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155. Aufgabe: An ein «lliptisdics Paraboloid, dessen Achse 
zur Bildebene senkrecht steht, uniJ welches die Bildebene 
in einer Ellipse von gegebenen Achsen sehneidet, ist parallel 
zu einer gegebenen Eheue eine Tangentialebene zu legen und 
der Berührungspunkt derselben ku ermitteln. 

Vis sei Z = ÄO [Fig. 293, Tal XXIIl] das Bild der Achse des 
Pariiboloides (Ä = Hauptpunkt, = Biidfläclidurchstosspunkt der 
Achse Z), S die Projektion des Seheiteis der Fläche; ab und cd 
seien die Achsen der Ellipse in welcher das Paraboloid vou der 
Bildebene geschnitten wird. 

Denken wir uns die zur Bildebene senkrechte Hauptebene 
A,Ab=(ab, Z) als Affinitätaebene zweier räumlichen affinen Sy- 
steme angenommen, die Äffinitätsstrahleu senkrecht za dieser 
Ebene, und das charakteristische Verhältnis gleich dem Ächsen- 

yerhältnisse der Ellipse (abcd) vorausgesetzt, so wird die in 

der Bildebene liegende Ellipse abcd bei der affinen Transforma- 
tion in den über ab als Durchmesser beschriebenen Kreis K' über- 
gehen. 

Ebenso verwandeln sich alle mit der Ellipse abcd ähnlichen, 
zur Bildebene parallelen eüiptisehen Schnitte des elliptischen 
Paraholoides affin in jene Kreise, welche über den grossen 
Achsen dieser Ellipsen beschrieben werden können; infolgedessen 
wird anch das elliptische Paraboloid selbst affin in ein Ro- 
tationsparaboloid übergehen, welches mit dem ersteren eine 
gemeinschaftliche Achse Z, einen gemeinschaftlichen Scheitel S 
hat und die Bildebene in dem vorgenannten Kreise K' schneidet. 

Beziehen wir auch die gegebene Ebene EvEo (zu welcher pa- 
rallel eine Berührebene an das Paraboloid gelegt werden soll) in 
die affine Transformation mit ein, so wird die verwandelte 
Ebene ^[E\, durch jene Gerade vd gehen, in welcher sich die 
beiden Ebenen ftvAb und EuEt schneiden, während die beiden Bild- 
flächtracen Eb und E|, als zwei einander affin entsprechende 
Geraden erseheinen. 

Gleichzeitig wird sieh auch die bisher noch unbekannte zu 
EuEij parallele Tangentialebene des elliptischen Paraholoides affin 
in die zar Ebene EJEI, parallele Tangentialebene des Roiatious- 

FescHka, Feele PerspelitiTo. 33 
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paraboloides verwandeln, so, dass sodann die erstere Ebene leiclit 
aus der letzteren abgeleitet wei-den tann. Diese letztere aber sind 
wir in der Lage sofort zu konstruieren. 

Legen wir zunäcbst durcli die Achse Z die zur Ebene Ei Eh 
senkrechte Meridianebene M»Mb des Rotation spar aboloides, so wird 
(Satz 1, § 364) der Beriilirnngspunkt des Paraboloides mit der 
zu EJEJ parallelen Tangentialebene einerseits der in der Ebene 
MylVIb liegenden Meridianparabel angehören, anderseits aber 
wird er auch der Berührungspunkt der letzteren mit jener Tan- 
gente sein, welche zur Schnittgeraden v'd' der Ebenen M,iVlb und 
EJEJ, parallel ist. 

Die Meridianparabel selbst ist bestimmt durch die Achse Z, 
den Scheitel S und den einen oder den anderen der beiden Punkte 
m und n, welche dem Kreise K' und der Trace Mb gleichzeitig 
angehören. 

Legen wir den Scheitel S und die Achse Z ^ oS um Mb be- 
ziehungsweise nach Sfl und Z|, = oS(, um, so haben wir die Strecke 
oSd ¥on So nochmals auf Zg nach v aufzutragen, um, wie be- 
kannt, in vn die Tangente der Parabel im Punkte n zn er- 
halten. Führen wir femer zu dieser Tangente nv durch ihren 
Schnittpunkt v' mit der Scheiteltaugente Tq (to durch So 
senkrecht zu Zq gezogen) eine Senkrechte v'F^, so trifft diese die 
Achse Zo (Satz 2, § 188) in dem Parabelbrennpuukte F^. 

Um die zur umgelegten G-eraden d'v' oder, was dasselbe ist, 
die zu ihrem umgelegten Pluchtstrahle C^iV' parallele Parabel- 
tangente zu finden, haben wir bloss (Satz 2, § 188) durch F,, zu 
CflV' die Senkrechte v] und durch deren Schnittpunkt « mit Xg 
die Parallele i',, zu C„v' zu ziehen. 

Der Berührungspunkt p'„ von t'„ ergibt sich (wenn man 
die Strecke an: auf t] gleich aF,, macht) im Schnitte p'„ von t'„ 
mit der durch tc zur Achse Z, parallel gezogenen Geraden. 

In die Projektion zurückgeführt, erhält man aus p'„ das 
Bild p' jenes Punktes, in welchem das Rotationsparaboloid 
von der zu EJEb parallelen Tangentialebene berührt wird, und 
aus t'„ das Bild t' ^= v'd', einer dieser Tangentialebene angehö- 
renden Geraden, so dasa man die Tracen Tj und Tb (Tj = El) 
dieser Tangentialebene unmittelbar zeichnen kann. 

Die Tangentialebene T',T'b schneidet die Affinitätsebene AvAh 
in der Geraden vd^, so, dass wir die ihr affin entsprechende Ebene, 
d. i. die gesuchte Tangentialebene des elliptischen Para- 
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boloides, als die durch vdj parallel zu E,E), gelegte Ebene TvTb 
erlialteu. 

Um endlich auch noch den Berührungspunkt p aus p' 
affin abzuleiten, führen wir einerseits durch p' den Äfflnitätastrahl 
(senkrecht zu Ab), ferner die Gerade p'y = g parallel zu El, und 
durch den Schnitt y derselben mit vdg die ihr entsprechende Ge- 
rade "^p^fJ. parallel zu Ei,. Im Schnitte von yp mit pp' erhält 
man in p das Bild des Berührungspunktes von T,Ti,, 



r394. 

156. Aufgabe: Eine Flüelie zweiten Grades, welche die Bild- 
ebene in einem Kreise K [Fig. 294, Taf. XXIII] schneidet, sei 
durch diesen Kreis und durch vier riächenpaukte a, b, c 
und d gesehen; es Ist die Tangentlalehenc der fläche im 
Punkte a zu konstruieren. 

Die drei Punkte a, b, c [Fig. 294, Taf. XXIII] mögen in 
einer Ebene e„eb gegeben sein, während der vierte Punkt d durch 
eine zweite Ebene ele!,, welche ebenfalls die beiden Punkte a 
und b, also auch die Gerade ab =; Scp enthält, bestimmt sein möge. 

Die Ebene eyBb schneidet die Fläche in einer Kurve zwei- 
ten Grades, welche durch die drei Punkte a, b, c und durch 
die Schnittpunkte m und n von K and eb geht. Die Tangente 
Tai^Sa'pa dieser Kurve im Punkte a kann leicht (§ 128) kon- 
struiert werden, indem man das Fünfeck abmnc durch die zu 
bestimmende Tangeute Xa zu einem der Sehnittkurve einge- 
schriebenen degenerierten Sechseck ergänzt denkt. 

In gleicher Weise erhält man den Schnitt der Fläche mit 
der Ebene B^e], als eine durch a, b, d und die imaginären 
Schnittpunkte m' und n' von ei, und K gehende Kurve K' zweiten 
Grades. Die- Tangente t!, = öa^ä derselben in a ergibt eich in 
nachstehender Weise: 

Die drei Geraden ab, ad, bd und die zu bestimmende Tan- 
gente Xa im Punlde a sind die Seiten eines degenerierten, der 
Kurve K' eingeschriebenen Viereckes. Bezeichnen 5, i und A' die 
Schnittpunkte von ab, ad und bd mit el, und weiter 5), den noch 
unbekannten Schnittpunkt von ei, und xä, so sind nach dem 
Desargues'schen Satze m', n'; i, 3; A, Sa drei Paare konjugier- 
ter Punkte einer Involution auf el,. 

HS" 
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Nachdem aber auch die Kurve K mit der Geraden d|, die 
beiden imagiiiäreu Punkte m' und n' gemein hat, so gelangt man 
zu derselben loTolution auf folgendem Wege. Die Gerade ad trifft 
K in a' und d'; verbindet man d' und Ä' durch eine Gerade, 
welche K zum zweitenmal in c' trifft, und femer c' mit S durch 
eine Gerade, welche K zum zweitenmal in b' schneidet, so liefert 
schliesslich die Verbindungsgefade a' b' im Schnitte mit el, den 
gesuchten Punkt hl; deun a' b' c' d' ist ein eingeschriebenes Vier- 
eck und mithin sind 5, Ä; 6a, i' ; "l' , n' drei Punktepaare einer 
Involution auf «[). Der Punkt 5ä, welcher so erhalten wurde, ist 
also jener, welcher auch der Tangente t» von K' in a angehört. 

Die durch Tj und x'a gelegte Ebene TvT], repräsentiert die 
verlangte Tangentialebene. 

§ 395. 
157. Aufgabe: Es ist die Efeene der Berührui^stiirve einer 
Fläche zweiten Orades mit dem derselben ans einem ge- 
gebenen Punkte umschrlehenen Kegel zu bestimmen. 

Wir setzen voraus, die Fläche sei ein dreiachsiges Ellip- 
soid, von welchem zwei Achsen AB und CD [Fig. 295, Taf. XXIII] 
in der Bildebene liegen, während die dritte Achse EF in die zur 
Bildebene senkrechte Gerade AO fällt. {0 ist der Bildflächdurch- 
sfcosspunkt dieser Geraden und gleichzeitig der Mittelpunkt dea 
Ellipaoidee, sowie auch jener der Hauptellipse ABCD.) Der Scheitel 
des der Fläche zu iimsohreibenden Kegels ist durch seine Central- 
projektion S auf dem Träger 89 gegeben. 

Die Ebene der Berührungskurve dieses Kegels wird, wie über- 
haupt jede Ebene, durch drei ihrer Punkte, d. i. diesfalls durch 
die Berührungspunkte der Fläche mit irgend drei durch S gehenden 
Tangenten oder Tangentialebenen vollständig bestimmt sein. Hier- 
auf stützen sieh nachstehende Konstruktionen. 

Der geometrische Ort der Tangentialebenen des Ellip- 
soides in allen Punkten der Hauptellipse ABCD ist der durch diese 
Ellipse gehende zur Bildebene senkrechte Cylinder. 

Bestimmt man daher die orthogonale Bildflächprojektion S^ 
von S und führt von S^ an die Hanptellipse ABCD die Tangenten 
ij und tg, welche samt ihren Berührungspunkten x^ und tcj mit- 
tels des über AB als Durchmesser beschriebenen Affinkreises Yq 
auf bereits bekannte Art konstruiert werden können, so reprä- 
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sentieren t^ und tg gleichzeitig die Bildflächtracen zweier durcii 
S gehenden Tangentialebenen des vorgenannten Berührungs- 
cjlinders, also auch des Ellipsoides, und deren Berübnings- 
punkte Ti^ und n^ mithin zwei Punkte der Berührungskurve 
des EUipsoides mit dem demselben aus S umschriebenen Kegel. 
Nachdem diese beiden Punkte tc^ und % gleichzeitig in der Bild- 
ebene liegen, so ist ihre Verbindungsgerade die Bildfläehtrace 
8b der Ebene der vorgenannten Berührungskurve. 

Ein dritter Punkt dieser Ebene wird gefunden, indem man 
in gleicher Weise von einer zweiten Hauptebene, beispielsweise 
von der durch die Achsen AB und EF gehenden Ebene e^Cb, Ge- 
brauch macht. Da die besagte Ebene zur Bildebene senkrecht 
steht, so ist die dvirch S zu derselben normal geführte öerade S 
parallel zur Bildebene und senkrecht zu den Tracen e, und ei>. 
Dieselbe schneidet die Ebene e,eb in dem Punkte 3. 

Die Tangentialebenen des EUipsoides längs des Hauptschnittes 
AB, EF bilden wieder einen zur Hauptehene euen senkrechten Cy- 
linder, und die durch S gehenden Tangentialebenen dieses Cylin- 
ders, welche gleichzeitig auch das Ellipsoid in Punkten der Haupt- 
ellipse ABEF berühren, schneiden die Ebene e^Bb in den beiden 
durch S gehenden Tangenten der eben genannten Ellipse. 

Legt man die Achse EF und den Punkt S um en in die 
Bildebene beziehungsweise nach EflFo und 2(, um, so bann man 
mittels des über AB besehriebeuen Afflnkreises f^ den Berührungs- 
punkt 7t" der Ellipse ABEoFo mit einer durch Sj, gehenden Tan- 
gente t° konstruieren und dessen Bild -Kg bestimmen. Die Ebene 
der Berührungskurve des aus S dem Ellipaoide umschrie- 
benen Kegels ist sodann jene Ebene B,Bj|, welche die Bildfläeh- 
trace Bb=7Uj7^3 besitzt, und nebstbei durch den Punkt %^ geht. 



§ 396. 

158. Aufgabe: Es ist die Polarebene eines gegebenen Punktes 
in bezug auf eine Fläche zweiten Grades zu bestimmen. 

Liegt der gegebene Punkt ausserhalb der Fläche, so ist 
seine Polarebene (Satz, § 283) identisch mit der Ebene der 
Berührungskurve des aus demselben der Fläche umschriebenen 
Kegels und kann daher die Konstruktion derselben genau so wie 
in der vorhergehenden Aufgabe vollzogen werden. 
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Liegt dagegen der gegebene Pol innerlialb der Fläche, ho 
ist der von ihm als Scheitel der bezeichneten Fläche umschrie- 
bene Kegel imaginär, das obige Verfahren also nicht mehr an- 
wendbar. 

In clem letzteren Falle könnte man direkt von der Definition 
der Polarehene „als Ort der mit dem Pole bezüglich der Fläche 
konjugierten Punkte" in der Weise Gebrauch machen, dass man 
durch den Pol drei passend gewählte Strahlen zieht, die Sohnitt- 
punktpaare derselben mit der Fläche bestimmt, und hierauf jene 
drei Punkte auf denselben Strahlen sucht, welche mit dem Pole 
die genannten Schnittpunktpaare harmonisch trennen. 
Die durch diese drei Punkte gehende Ebene wäre sodann die ge- 
suchte Polarebene. 

Eine anderweitige einfachere Bestimmung der Polarebene, 
die hier ihre Besprechung fiuden möge, erfordert zunächst die Auf- 
lösung der umgekehrten Aufgabe. 

§ 397, 

159. Aufgabe: Es ist der Pol einer gegelbenen Ebene in be- 

ziig auf eine Fläche zweiten Grades zu bestimmen. 

Auch diesfalls sind die beiden Fälle, dass der Schnitt der 
Fläche mit der gegebenen Ebene reell oder imaginär sein kann, 
zu unterscheiden. 

a) Die Polarebene achneidet die Fläche zweiten Gra- 
des in einer reellen Kurve. 

Ist die Fläche durch ihre drei Achsen oder durch drei kon- 
jugierte Durchmesser gegeben, so wird man, wie in der vorher- 
gehenden Aufgabe, den Umstand benützen, dass die gegebene 
Polarebene gleichzeitig die Ebene der Berührungskurve des der 
Fläche vom Pole aus umschriebenen Kegels ist, und hier- 
auf drei Tangentialebenen dieses Kegels zu lionstruieren suchen, 
was etwa in nachstehender Weise geschehen kann. 

Seien allenfalls ab, cd und ei (ohne Figur) die drei kon- 
jugierten Durchmesser der Fläche. Bestimmt man die beiden 
Schnittpunkte m und n der Diametral kurve abcd mit der ge- 
gebenen Polarebene p, so erhält man zwei Punkte der Berüh- 
rungskurve. Diese Punkte sowie die Tangenten tm nnd in der 
Kurve abcd in den bezeichneten Punkten kann man mittels eines 
kollinearen oder affinen Kreises auf bekannte Art erhalten. 
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Die darcli dJe Tangenten tm uud tn parallel zu dem dritten 
Durchmesser el gelegten Ebenen Tm und Tn beriilireo sodann die 
Fläche in den Punkten m und n, mithin auch den früher genann- 
ten der Fläche umschriebenen Kegel, und gehen daher durch den 
gesachten Pol P. Eine dritte durch den Pol P gehende Ebene Tr 
kiinn gefunden werden, indem man in gleicher Weise von einer 
zweiten Durchmesserebene, beispielsweise von abef und dem der 
Fläche längs des Diametralschnittes abef umschriebenen Cy- 
linder Gebrauch macht. Im 8cbnitte der drei Tangential- 
ebenen Tm, Tn und Tr erhält man schliesslich den verlangten 
Pol P. 

§ 398. 

b) Die Polarebene achneidet die Fläche zweiten Gra- 
des in keiner reellen Kurve. 

In diesem Falle kann der in § 287 angeführte Sata, gemäss 
welchem der Schnittpunkt der Polarebenen dreier Punkte der Pol 
der durch diese drei Punkte gehenden Ebene ist, seine Verwen- 
dung finden. Man wird dementsprechend in der gegebenen Polar- 
ebene* drei Punkte wählen und deren Polarebenen bestimmen, um 
im Schnitte derselben den gesuchten Pol zu erhalten. 

Die Einfachheit der Konstruktion hängt diesfalls von der 
zweckmässigen Wahl der obbezei ebneten drei Punkte ab. Es 
empfiehlt sieh diesbezüglich besonders nachstehende Methode. 

Seien ab, cd, el [Fig. 296, Taf. XSIII] die drei konjugierten 
Durchmesser, welche die Fläche zweiten Grades bestimmen; seien 
ferner d,v^, ^2^^ und djV^ die Centralprojektioneu der drei Ge- 
raden, in welchen diese Durchmesser liegen und sei EvEb die ge- 
gebene Polarebene. 

Zunächst bestimmen wir die drei Schnittpunkte P^, P^ und Pg 
dieser Ebene E mit den vorbezeichneten Durchmessern diV^, ä^V^, 
djV^, und betrachten dieselben als Pole dreier Ebenen. 

Die Polarebene pjpb des Punktes P^ wird {Satz 2, § 284), da P, 
auf dem Durchmesser d^Vj liegt und der letztgenannte Durchmesser 
die Polare der unendlich fernen Geraden der ihm konjugierten 
Durchmesser ebene (djVj, d3V3)^DJDÄ vorstellt, zu dieser Durch- 
messerebene parallel sein. Es fällt also pj mit DJ zusammen. 
Dieselbe ist weiter dadurch bestimmt, dass sie durch jenen Punkt 
TCi von d^v^ geht, welcher mit Pj die Endpunkte a und b des 
Durchmessers djV^, harmonisch trennt. 
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lu gleicher Weise können die bcKÜglichen Polarebenen P^p^, 
P°Pb ^'^'^ beiden anderen Punkte Pg und Pj konstruiert werden. 
Der Schnittpunkt P der drei Polarebenen pjp^, pjp^ und p^°p^ ist 
sodann {Satz, § 287) der gesuchte Pol der Ebene EvEb- 

Wie ohne weiteres erkennbar, ist die eben erläuterte Methode 
allgemeiner als die in § 397 angegebene, und ist auch für den 
dort behandelten Fall anwendbar. 

§ 399. 

Die eben erörterten Konstruktionen geben durch einfache 
Unikehrung auch eine Lösung des in § 396 gestellten Problems. 

Es sei also die Polarebene EvE,, des Punktes P [Fig. 296, 
Taf. XXIII] in bezug auf die durch die drei konjugierten 
Durchmesser ab = djV^, cd = d^v^ und ef = dgVj gegebene 
Fläche zweiten Grades zu konstruieren. 

Führt man durch P die drei Ebenen pjpj, PvPh' P^PI beziehungs- 
weise parallel zu den drei Durchmesserebenen (d^Vj, dgV3)=^DJD^, 
(dgVg, diVi)^^D^^D^ und (diVi, d^da) = D;D^', so schneiden die- 
selben die drei Durchmesser d^Vj, d^v^, d^Vg beziehungsweise in 
den Punkten %, Ug und %. Die Punkte Pj, P^, Pj, welche mit 
Ti:^, TCj und TUg die bezüglichen Punlitepaare ab, cd und el har- 
monisch trennen, sind sodann, wie aus den vorherigen Betrach- 
tungen klar wurde, die Pole der drei Ebenen P^^P^i Pjp^ 
und p,^p^. 

Legt man endlich durch P,, P^ und Pg eine Ebene E, Eb, so 
wird dieselbe (Satz, § 287) die gesuchte Polarebene des Punk- 
tes P repräsentieren. 

§ 400. 

160. Aufgabe: Durch einen Punkt ist eine Efeene so zu legen, 
dass derselbe gleichzeitig der Mittelpunkt der Schnittkurre 
dieser El)ene mit einer gegebenen Fiäche zweiten Grades wird. 

Bezeichnen wir den gegebenen Punkt mit P. Auf dem durch 
P gehenden Durchmesser der Fläche wird es einen Punkt S geben, 
dessen Polarebene s durch P geht. Es wird sodann (Satz, § 297) 
P auch der Mittelpunkt der SchnittkurYe der Ebene S mit der 
Fläche sein; besagte Ebene wird also den gestellten Bedingungen 
der Aufgabe entsprechen. 
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Um dieselbe zu ermitteln, haben wir bloss zu beriickaiehtigen, 
dass die Polarebenen aller Punkte eines Durclmiessers der Fläche 
zweiten Griwles nnteceinander und zu der diesem Durchmesser kon- 
jugierten Durchmesser ebene parallel sind. 

Bestimmt man daher (wie in § 399) die Polarebene irgend 
eines Punktes des durch P geheaden Durchmessers, etwa jene des 
Punktes P selbst, so hat man bloss durch P zu dieser Polarebene 
eine parallele Ebene zu legen, um die gestellte Aufgabe ihrer 
sehliesslicheu Lösung zuzuführen. 

§ 401. 

161. Aufgabe: Es ist die Polare einer gegelienen Geraden in 

Itezug auf eine Fläche zweiten Grades zu hcstimmen. 

Nachdem die Polarebenen aller Punkte eiuer Geraden durch 
die Polare dieser Geraden gehen (Satz 2, § 284), so werden wir 
behufs Lösung des gestellten Problems auf der gegebenen Geraden 
bloss zwei Punkte derartig zu wählen haben, dass deren Polar- 
ebenen in bezug auf die Fläche leicht und einfach konstruiert 
werden können, um sodann im Schnitte dieser beiden Ebenen so- 
fort die Yerlaugte Polare zu erhalten. 

Nehmen wir an, die gegebene Fläche zweiten Grades sei ein 
dreiachsiges einmanteÜges Hyperboloid, welches die Bild- 
ebene als eine Diametralebene besitze. Der zugehörige Diame- 
tralschnitt sei eine Hyperbel, welche durch zwei konjugierte 
Durchmesser ab und cd [Fig. 297, Taf, SXIII], von welchen ab 
reell und cd imaginär ist, gegeben sei. Weiter diene zur Be- 
stimmung der Fläche der der Bildebene konjugierte Durehmesser 
ef auf ov, so, dass das Hyperboloid durch drei konjugierte Durch- 
jnesser ab, ef und cd, wovon die beiden ersten reell, der dritte 
hingegen imaginär ist, gegeben erscheint. Endlich sei DV die 
Gerade, deren Polare in bezug auf die Jläehe bestimmt werden soll. 

Wie eingangs bemerkt wurde, haben wir auf DV zwei Punkte 
zu wählen, deren Polarebenen leicht bestimmt werden können. Zu 
diesem Zwecke eignen sich am besten einerseits der Bildfläch- 
durchstosspunkt D und anderseits der Schnittpunkt P der Geraden 
DV mit der Durchmesser ebene e¥eb = (ab, ef). 

Da der Durchmesser ov = ef der Bildebene konjugiert ist, 
also der unendlich ferne Punkt von ef den Pol der Bildebene be- 
züglich des Hyperboloides repräsentiert, so wird die Polarebene 
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p^'p^ des in der Bildebene liegenden Punktes D (Satz 1, § 284) 
zum Durchmesser OV = et parallel sein. Die Bildflächtrace 
p^ dieser Polarebene ist aber (Satz 2, § 282) die Polare des 
Punktes D in bozug auf die in der Bildebene liegende Hyperbel 
(ab, cd), nnd kann als solche wie folgt konstruiert werden. 

Zunächst leiten wir aus den beiden konjugierten Durchmessern 
ab und cd der Hyperbel die Asymptoten a^ und Oj derselben auf 
bekannte Weise ab. Ferner ziehen wir die Strahlen Da undDb 
und bestimmen (Satz 2, § 178) die Punkte a und ß, in welchen 
! Strahlen die Hyperbel zum zweitenmal sehneiden. 

Die Polare p^ von D geht (§ 152) durch die Schnittpunkte 
der Geradenpaare ab und aß; aß nnd ab. Die Fluchttrace pj 
der Polarebene von D ist sodann die durch V zu p^ geführte Pa- 
rallele. 

In gleicher Weise ist die Polarebene des Punktes P in be- 
zug auf das Hyperboloid zu bestimmen. 

Da nämlich P in der Durchmesserebeue (ab, ef) = eveb Hegt, 
so wird seine Polarebene p*p^ einerseits zu dem dieser Dureh- 
messerebene konjugierten Durchmesser cd parallel sein, nnd ander- 
seits wird sie (Satz 2, § 282) die Ebene e,eb in der Polare tc des 
Punktes P bezüglich der Diametralellipse abef schneiden. 

Legen wir P und ef um et, nach P,, nnd ej^ um, und be- 
stimmen die umgelegte Polare tc„ von P,, in bezug auf die gleich- 
falls umgelegte Ellipse ab, e^,\(, mit Hilfe des über ab beschrie- 
benen Affinkreises KJ, so erhalt man durch Zurüekführung ihre 
Centralprojektion tc = S9. Die Polarebene pjp^ ist, wie oben 
gezeigt wurde, die durch &9 parallel ku cd geführte Ebene. 

Der Schnitt D'V der beiden Ebenen pjp^ und pjp^ repräsen- 
tiert die gesuchte Polare der G-eraden DV. 

§402. 

162. Aufgabe: Ein durcli den SeheiteV und durch einen zu 

einer seiner Achsen senkrechten Schnitt gegebener Kegel 

zweiten Grades ist nach einem Kreise zu schneiden. 

Die Achse des Kegels wählen wsr als eine zur Bildebene 
senkrechte Gerade Z:=oA [Fig. 298, Taf. XSIH], S sei das Bild 
des Kegelseheitels. Die Bildebene werde von dem Kegel in eiuor 
Ellipse K geschidtten, welche durch ihre Acheu ab und cd ge- 
sehen ist. 
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Sind wir in der Lage, eine Kugel zu konstruieren, welche 
den Kegel in zwei Punkten berührt, so wird (Satz, § 308) der 
Schnitt beider Flächen in zwei ebene Kurven zweiten Grades 
zerfallen, welche in diesem Falle notwendig Kj-eise sein müssen, 
nachdem eine ebene Kui-ve auf einer Kugel nur ein Kreis sein kann. 

Eine derartige Kugel kann aber leicht auf folgende Art be- 
stimmt werden. Wir legen die beiden Kegel erzeng end en , welche 
nach den Endpunkten a und b der grossen Achse der Ellipse K 
gehen, um die Bildflächtry,ce Gj, = ab ihrer Ebene nach S^a und Sob 
um. Ferner zeichnen wir einen Kreis, welcher die beiden Geraden 
Sfll und Sob berührt, etwa jenen S,,, dessen Berührungspunkte a 
und b selbst sind, und dessen Mittelpunkt der Punkt rrip auf S^O sei. 

IMhren wir den Punkt rtto nach m auf Z zurück, und denken 
wir uns denselben als Mittelpunkt einer Kugel vom Radius 
p=;n]pa. Diese Kugel wird von der durch ab und Z gehenden 
Ebene e,eb in jenem Kreise geschnitten, der, um Bb umgelegt, in 
2(, dargestellt- ist. Die Kugel geht demnach durch die Punkte 
a und b, und wird in denselben von den Kegel erzen gen den Sa und 
Sb berührt. 

Die Tangentialebenen der Kugel in den beiden Punkten 
a und b sind mithin jene beiden Ebeneu T" und T'', welche durch 
die genannten Kegelerzeugenden Sa und Sb senkrecht zur Ebene 
e„eb geführt werden können. Diese Ebenen T^ und T'' berühren 
aber, wie leicht einzusehen, auch den Kegel längs den Erzeugen- 
den Sa und Sb, woraus (mit Kücksicht auf den in § 308 aufge- 
stellten Satz) folgt, dass der Schnitt der Hilfskugel mit dem Kegel 
aus zwei Kreisen besteht, die durch die Punkte a und b gehen, 
deren Ebenen also die Gerade ab zur gemeinschaftlichen Bild- 
fläcbtraee haben. 

Die Punkte, in welchen irgend eine Kegelerzeugende, bei- 
spielsweise Sc, die Kugel trifft, gehören offenbar gleichfalls den 
beiden Kreisen, und mithin auch den Ebenen E' und E° der letz- 
teren an. Um diese Schnittpunkte zu bestimmen, legen wir die 
durch Z und cd gehende Ebene e'veb samt der Erzeugenden Sc 
und dem grössten Kreise S', in welchem sie die Kugel schneidet, 
beziehungsweise nach S'^c und S'^ um, und fiihi-en die Schnitt- 
punkte Po und p" beider nach p' und p" zurück. 

Die Ebenen EJE^ und EJEg. welche durch die Punkte p' 
und p" und durch die Gerade ab bestimmt werden, sind die 
vorgenannten Kreisebenen. 
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Wäre nun etwa die Aufgabe zn lösen, den Kegel durch 
Ebenen, welche einen gegebenen Punkt P enthalten, nach 
Kreisen zu sclmeideu, so hätte mau (mit Beachtung des in 
§ 299 angefiihri^n Sataes 2) bloss durch P zu den Ebenen EyEä 
und EJE^ parallele Ebenen zu legen. 

Die Lösung der vorstehenden Aufgabe sehliesst auch die 
Bestimmung der Kreissehnifcte des einraanteligeu sowohl 
als auch des zweimanteJigen dreiachsigen Hyperboloides 
in sieh; denn bestimmt man die Kreisschnittsebenen des 
Asymptotenkegels eines Hyperboloides, so müssen dieselben 
(Satz, § 301) offenbar auch Kreisschnittsebenen des Hyper- 
boloides selbst sein. 

§:403. 

163. Aufgabe: Es sind die Kre]sschnittseTI>enen eines drel- 

aclisigen Bllipsoides zh Tjestimmeii. 

Die Methode der Lösung des gestellten Problems beruht, 
ebenso wie im vorhergehenden Falle, auf der Verwendung einer 
Hilfskugel, welche das Ellipsoid in zwei Punkten berührt. 

Setzen wir voraus, das Ellipsoid sei durch seine drei Achsen 
gegeben, wovon die längste ab und die mittlere cd [Fig. 299, 
Taf. XXIII] in der Bildebene liegen mögen, während die kürzeste 
Achse et =^ OA zur Bildebene senkrecht stehe. 

Nehmen wir nuu eine mit dem Ellipsoide konzentrische 
Hilfskugel au, deren Durchmesser der mittleren Achse cd gleich 
ist, welche also durch die Punkt« C und d geht. 

Die durch c und d gehenden, zur Achse cd senkrechten 
Ebenen berühren die Kugel sowohl, als auch das Ellipsoid in c 
nnd d, woraus (mit Rücksicht auf den in § 308 aufgestellten Satz) 
folgt, dass der Schnitt der Kugel mit dem Ellipsoide ans 
zwei Kreisen besteht, welche durch die Punkte c und d gehen 
und zu deren vollständigen Bestimmung noch die Kenntnis je eines 
Punktes ebenso erforderlieh als hinreichend ist. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns den grössten Kugelkreis 
K, in welchem die Aehsenebene 6,61,== (ab, ef) die Hilfskugel 
schneidet, sowie auch die Achseuellipse (ab, ef) um Cb in die 
Bildebene beziehungsweise nach Kj, und (ab, euf^) umgelegt, und 
bestimmen die Schnittpunkte beider. Dies lässt sich folgender- 
fferkstelligen. 
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Wir besciireibeii über ab und %^f, die beiden Kreise Kj und 
Ka, und weiter über der Differenz ae' ihrer Radien den Kreis i- 
Der letztere trifft den Kreis Ko in ir und tc'. Dreht man nun 
das bei tc rechtwinklige Dreieck a~e' so lauge um 0, bis in der 
neuen Lage ap'„s die Katheten ap'„ und ep',, beziebaugs weise zu 
den Achsen 6^1^ und ab parallel werden (einfach dadurch, dass 
man Oa parallel zu e'ju' zieht), so folgt aus einer bekannten elemen- 
taren Eigenschaft, dass p'„ gleichzeitig dem Kreise K,, und der 
Ellipse abeoffl angehört. Derartig gemeinschaftlicher Punkte er- 
hält man noch drei d. i. p^, p' und p^, welche mit pj ein Recht- 
eck vom Mittelpunkte bilden, dessen Seiten beziehungsweise zu 
den Achsen ab und e^fu parallel sind. 

Führt man nun beispielsweise die Gerade pJOp" in die Pro- 
jektion nach O9' zurück, so wird dieselbe mit cd die eine Kreia- 
ebene bestimmen, da sie einen der Kugel und dem Ellipsoide 
gemeinschaftlichen Punkt p' enthält. 

Die zweite Kreisebene erhält man unter Benützung des 
Punktes pj resp. der Geraden p^OpJ. 
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XII. Äbsclimtt. 

UmhüUimg-sfläclien. 

XSIV. Kapitel. 

§ 404. 

Bei der Einteilung der Flächen (§ 25S und 259) sind wir von 
der Erzeugung derselben duich Lmien ausgesangen Es gibt je- 
doch noch eine besondere Eizeugun^'.ait, die von den bereits ent- 
wickelten Erzeugangs weisen der Foim nach veiichieden ist (schliess- 
lich aber, dem Wesen nach, doch wiedei auf die Er/pugang durcli 
eine bestimmte Linie reduziert werden kann) 

Genau so, wie man eine ebene krumme Linie das eine 
Mal als geometriseben Ort aller ihrer Punkte, das andere 
Mal jedoch als die „Einhüllende" oder ,,Enveloppe" einer 
einfach unendlichen Anzahl stetig aufeinander folgender Kurven 
auffassen kann, eo kann auch eine krumme Fläche das eine 
Mal als Erzeugnis einer veränderlichen Kurve, das andere 
Mal als „Einhüllende" oder „Enveloppe" einer einfach 
unendlichen Zahl stetig aufeinander folgender Flächen 
betrachtet werden. 

Seien F^, F^ . . . Fk . . . Fn . . . unmittelbar aufeinander fol- 
gende Lagen einer Fläche F, welche nach einem bestimmten 
Gesetze entweder bloss ihre Lage im Räume allein, odei 
gleichzeitig auch ihre Form stetig ändert. 

Je zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Flächenlagen, 
wie Fl und Fg, Fg und Fg . , . Fk und Vt+i . . . schneiden sich 
in einer Kurve 0,^, Cj^ . . . Ckk+i .... Es ist einleuchtend, 
dass diese Kurven ebenso wie die Flächen, deren Schnitte sie sind, 
stetig aufeinander folgen, dass also zwei unmittelbar auf- 
einander folgende Lagen dieser Kurven nur unendlich weuig 
voneinander verschieden sein können. 
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Die vorgenannten Karren werden mithin eine krumme Fläche 
erzeugen, die wir kurz mit U bezeichnen wollen. Den Zusammen- 
hang der so entstehenden Flächen mit den Flächen Fj, Fg . . . 
zu untersuchen, wird demnach unsere nächste Aufgabe sein. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke irgend eine Lage Fk der 
veränderliehen Fläche. Dieselbe wird von der unmittelbar 
vorhergehenden Lage F|,_i in einer Kurve Ck-i,k und von der 
unmittelbar folgenden Lage Fk+i in einer zweiten Kurve Ct.k+i 
geschnitten. Selbstverständlich gehören diese beiden Kurven auch 
der vorgenannten Fläche U an, und sind dieselben unendlich 
nahe an einander gelegen. 

Hieraus folgt, daes die Fläche Fu von der Fläche U längs 
einer Kurve berührt wird, welche als die Vereinigung der beiden 
unendlich nahen Kurven Ck_i,k und Ck,k+i angesehen werden 
kann. Nachdem dasselbe von jeder anderen Lage der veiandei 
liehen Flache F gilt, so werden auch alle Lagen der letzteren mit 
der Fläche U eine Berührung eingehen. 

Aus diesem Grunde pflegt man die Fläche U die ,Umhullungs- 
fläche" oder die „Enveloppe" der Flächen F^, Fg . . zu nennen 
Die letzteren Flächen dagegen werden die „umhüllten Flächen", 
und die Kurven Cig, C^g, . . ., längs welcher sie von der Fläche 
U berührt werden, die „Charakieristikm" der Umhüllungs- 
fläche genannt. 

§405. 

Sind die umhüllten Flächen insbesondere Ebenen, so ist 
die erzengte ümbüllungsfläche , wie schon aus dem Kap. XVIII 
hervorgeht, eine aufwickelbare Fläche. Die geradlinigen Er- 
zeugenden derselben repräsentieren sodann gleichzeitig die Cha- 
rakteristiken der Umhüllnngsfläche. 

Die aufw! ekel baren Flächen bilden, rücksichtlich der Art der 
umhüllten Flächen, den einfachsten Fall einer Umhüllungsfläohe. 

Die ümhüUungsfläehen teilt man häufig in zwei Klassen, 
und zwar a) in solche, deren sämtliche umhüllte Flächen unter- 
einander kongruent sind, und b) in solche, deren umhüllte Flächen 
mit der Lage gleichzeitig die Form und Grösse stetig ändern. 

Als ein Beispiel der ersten Art kann der gerade Kreis- 
cylinder betrachtet werden, da er als Ümbüllungsfläche aller ihm 
eingeschriebenen (untereinander kongruenteji) Kugeln angesehen 
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werden banu. Ällgemeiuor aufgefassfc gehören hierher auch die 
„Bing-" und „Röhren- Flächen" , woruuter mau gleichfalls die Um- 
hölluiigsflächen eiuer Kugel voh unvoränderli ehern Radius ver- 
steht, deren Mittelpunkt irgend eine Kurve durchläuft. 

Eheuso ißt bereits (Satz 2, § 364) bekannt, dass eine Rota- 
tionsfläche längs jeder Meridiankurve von einem Cylinder 
berührt wird, nnd dass sämtliche Meridiane, also auch alle meri- 
diannmschriebenen Cylinder untereinander kongruent sind. 
Es bann somit auch jede Rotationsfläche als die ümhüllungs- 
fläehe nneadlich vieler kongruenter Cylinder aufgefasst 
werden, wobei die Meridiaukurveu gleichzeitig die Charak- 
teristiken repräsentieren. 

Jede Rotationsfläche kann aber auch als ümhüllnngsfiäche 
der zweiten Art betrachtet werden, wenn man die längs ihrer 
Parallelkreise umschriebenen geraden Kreiskegel als die 
umhüllten Flächen betrachtet. 

üa endlich einer Rotationsfläche längs jedes Parallelkreises eine 
Kugel eingeschrieben werden kann, so wird die Rotationsfläche 
auch als ümhüUungsfläche dieser Kugeln angesehen werden 
können. In den beiden letzten Fällen sind die Parallelkreise 
die Charakteristiken. 

Im übrigen kann jede wie immer eatatandene krumme 
Fläche auf unendlich viele Arten als Umhüllungsfläche darge- 
stellt werden. Denken wir uns beispielsweise dieser krummcu 
Fläche aus allen Punkten einer willkürlich im Räume gewählten 
Geraden Kegel umschrieben, so kann man. die letzteren als um- 
hüllte Flächen, ihre Berührungaburven als Cbarabteris- 
tiben und die ursprüngliche Fläche als Umhüllungsfläche 



§ 406. 
Ist U irgend eine ümhüllungsfiäche , a ein beliebiger Punbt 
Iben, T die ihm entsprechende Tangentialebene; stellt ferner 
Ca die durch a gehende Charabteristik nnd Fa diejenige der um- 
hüllten Flächen vor, welche U längs der Kurve Ca berührt, so ist 
die Ebene T offenbar auch die.Tangentialebeue der Fläche Fa in 
a, woraus der Satz folgt: 

„Die Tangenticäebene einer TJmhüUv/ngsfiäche in einem ihrer 
lenkte ist zugleich die Berührebene derjenigen mnhüllt^i Fläche, 
deren Charakteristik durch den genormten Punkt geht." 
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Ea stelle U wieder eine Umliülliiugsfläche, Fk irgend eine der 
nmliüllteii FläeJien und C], die entsprechende Charakteristik vor. 

Der Schnitt der beiden Flächen U und Fj, mit irgend einer 
Ebene E wird durch zwei Kurven Cu und Cf dargestellt, Ist femer 
a ein Schnittpunkt der Ebene E mit der Charakteristik Cu, eo 
werden durch denselben auch die beiden Kurven Cu und Cf gehen. 
Nachdem sich aber die Flächen U und Fk in a berühren, in a also 
eine gemeinschaftliche Berührebene besitzen, so werden aich 
(§ 263) auch die Kurven C« und Cf in a berühren müssen. Das 
Gleiche gilt von der Sehnittkurve der Ebene E mit allen 
anderen umhüllten Flächen, so dass man den Satz erhält: 

„Der ebene Schnitt einer TJmhÜllungsflädie ist die Enveloppe 
der ebenen Schnitte aller umhülUen Flächen." 

Der vorstehende und der in § 406 aufgestellte Satz sprechen 
die wesentlichen Eigenschaften jeder wie immer gearteten 
Umhüllungsfläche ans. 

Jede derartige Fläche kann selbstverständlich noch viele 
anderweitige Eigenscbafteu besitzen, doch wird sie dieselben nicht 
ihrem Wesen als Umhüllangsfläche verdanken, sondern es werden 
die besagten Eigenschaften vielmehr aus den besonderen Eigen- 
schaften der umhüllten Flächen folgen. 

Aus diesem Grunde finden die Umhüllnngsfläehen in der dar- 
stellenden Geometrie im allgemeinen weniger Beachtnng und ist dies 
namentlich in der Centralprojektion der Fall, wo die Darstellung 
einer grösseren Zahl krummer Flächen {Umhüllten) gewöhnlich mit 
nicht unbedeutenden Schwierigkeiten oder doch mit grosserem Zeit- 
aufwände verbunden ist. Mau pflegt daher bloss solche Fälle zu 
berücksichtigen, in welchen die umhüllten Flächen die einfachsten 
Formen besitzen, also Kegel, Cylinder, oder höchstens Kugeln sind. 

Als Beispiele für diesbezügliche Konstruktionen können jene 
Aufgaben gelten, welche sich auf die Bestimmung der Konturen von 
Rotationsflächen und der Berührungskurven auf Rotationsflächen 
beziehen, bei welchen die letzteren als Umhülluugsflächen von 
Parallelkreis- Kegeln oder Meridian- Cylinder n betrachtet werden. 

Aus den angegebenen Gründen wollen wir uns auf die Durch- 
führung der nachstehenden Aufgabe beschränken, da sie genügen- 
den Aufschluss geben wird, wie man in allen ähnlichen Fällen 
zu verfahren habe. 
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§ 408. 

164. Aufgabe: Es Ist die BerüliruiigskurTe einer elliptiselien 

K-ingfläche, deren leitollipse in der Bildetieno liegt, mit 

einem dieser Fläelie parallel zu einer gegelienen Geraden 

umschriebenen Cylinder zu konstruieren. 

Sei E = abcd'[Fig. 300, Taf. XXIIl] die in der Bildebene 
Hegende Leitellipse für die darzuatellende Fläche. Die letztere ist 
die UmhüllnHgsfläche aller jener Kugeln von einem beliebigen aber 
unveränderliclieD Radius, deren Mittelpunkte auf der Ellipse E 
liegen ; o^ sei der Mittelpunkt einer solchen Kugel Sj und Oj der 
grösste Kreis, in welchem diese Kugel die Bildebene schneidet. 

Vor allem wird es sich um die dieser Kugel entsprechende 
Charakteristik handeln, ku deren Bestimmung wir durch nach- 
stehende Betrachtung gelangen. Wir nehmen auf der Ellipse E . 
einen beliebigen Punkt Og als den Mittelpunkt einer zweiten 
Lage der umhüllten Kugeln au, d. i. einer Kugel \, welche 
denselben Radius wie S^ besitzt. Die beiden Kugeln 2i und 3^ 
schneiden sich in einem Kreise, dessen Ebene v znr Geraden üjOa 
(also auch zur Bildebene) senkrecht steht, und durch den Hal- 
bierungspunkt [x der Strecke OiOä geht. 

Denken wir uns nun den Mittelpunkt Og vou Sg dem Punkte 
Ol bis zur Koincidenz genähert, so dass S, und Sg zwei unmittel- 
bar aufeinander folgende Lagen der umhüllten Kugeln re- 
präsentieren, so übergeht die Gerade OiOs in die Tangente tj und 
die Gerade i (d. i. die Bildflächtraee der Ebene des Sehnittkreises 
beider Kugeln) in die Normale Pj, der Ellipse E im Punkte o^. 

Hieraus folgt, dass die Charakteristik, welche der Kugel 3^ 
entspricht, der grÖsste Kreis ist, in welchem die Kugel Sj von 
jener zur Bildebene senkrechten Ebene PJPt geschnitten wird, 
deren Bildflächtraee PI,' durch die Normale der Ellipse E im Kugel- 
mittelpunkte Qj dargestellt erscheint. 

Auf diesem Wege kann man beliebig viele umhüllte Kugeln 
und deren Charakteristiken bestimmen, und dieselben, wie eben 
gezeigt werden wird, gleichzeitig zur punktweisen Konstruk- 
tion der gesuchten Berührungskurve verwenden. 

Ist nämlich V der gegebene gemeinschaftliche Fluchtpunkt 
der Erzeugenden jenes Cylinders, welcher der Ringfläehe um- 
sehrieben werden soll, so wird zunächst die diesem Fluchtpunkte v 
entsprechende Normalenfluchttrace S, zu ermitteln sein. 
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Ziehen wir weiter durch Oj zu Su die Parallele S^, so ist in 
S,S|, die zur Richtung der Cyliiidereraeugehden senkrechte 
Dnrchmesserehene der umhüllten Kage) Sj dargestellt. Die 
Tangentialebenen der Kugel 2^ in allen Punkten des | 
Kreises K^, in welchem S^ von SySI, geschnitten wird, 
mithin parallel zu v sein. 

Der Kreis Kj sehneidet femer jenen Kreis, welcher in der 
vorher genannten Ehene PJPb liegt und die Charakteristik der 
Kugel S^ repräsentiert, in zwei Punkten, die auch der Schnitt- 
geraden v^Oi der beiden Ebenen SySi und PJPb angehören. 

Legt man daher den grössten Kreis K^ und die Gerade lj=o^v^ 
um Sb beziehungsweise nach KJ und IJ um, so erhält raan durch 
Zurüclcführung der Schnittpunkte mj und nj von KJ mit IJ die 
Bilder m^ und n^ der genannten Paukte. 

Nachdem die beiden Punkte m^ und iij dem Kreise Kj sowohl, 
als auch der Charakteristik angehören, sind die Tangential- 
ebenen der Kugel 3, in denselben einerseits parallel zu den 
in V verschwindenden Geraden, andei'seits aber (Satz, § i06) auch 
die Berührebenen der Ringfläche in den nämlichen Punkten 
m, und n^. Hieraus folgt, dass m^ und rij zwei Punkte der 
gesuchten Berührungskurve sind. 

Das gleiche Verfahren, auf andere Lagen der umhüllten 
Kugeln angewandt, liefert beliebig viele weitere Paare von 
Punkten der zu konstruierenden Berührungskurve. 
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Xm. Abschnitt. 

Die Schraubenlinie und die geradlinigen 
Scliraubenflächen. 

XXV. Kapitel. 

Eigenschaften und Konstruktion der 
Schraubenlinie. 

§409. 

Ist auf der Oberfläche eines geraden Kreiscylinders (Rotations- 
eylinder) eine Kuive derart verzeiclinet, das3 sie alle Cylinder- 
erzengenden anter demselben Winkel (der übrigens beliebig gross 
sein kann) schneidet, so nennt man diese Kurve eine „Sehr aid?eti- 
Unie". Der besagte Cylinder heisst sodann der Schranben- 
eylinder, und seine Achse wird gleichzeitig auch als „Achse 
der SchrawhmUnie" bezeichnet. 

Stellen wir uns vor, die Kurve S [Fig. 301, Taf. XSITj sei 
eine derartige Schraubenlinie; K und K' mögen zwei Kreisschnitte, 
OO' die Achse und aa', ßß', 77', S5', es' . . . beliebige Erzeugende 
des zugehörigen Schraube ncylinders repräsentieren. 

Denken wir uns ferner jenes Stüek des Cylinders, welches durch 
die Kreise K und K' begrenzt ist, samt dem darauf befindlichen 
Teile der Schraubenlinie in eine Ebene abgewickelt. Hierbei über- 
gehen die eben genannten Kreislinien K^ aßySs^. . . a und 
K' = a' ß' y 5' e'^' . . . a' in die zu einander parallelen Geraden 
a^ß^Yo^io^n^o .... und < ß'„ y, ä'„ £*„ i'„ . . . .; die Cylinder- 
erzeugenden ««', ßß', ... ee' ... in die zu einander parallelen 
Geraden «„»0, ßoß'o ■ ■ ■ ^o^'o ■ ■ •> ^"^ ^'^^ Schraubenlinie 2, 
welche die vorgenannten Erzeugenden beziehungsweise in den 
Punkten a, b, c, d, e . . . trifft, in die Linie 2,,, welche die ent- 
sprechenden Punkte a„, bo, Cq, d^, e,, . ■ . in der Abwickelung 
verbindet. 
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Der eingangs aufgestellten Definition entsprechend, selineidet 
die Seil raubenli nie S die Cjlindererzeugeuden a.a}, ßß', , . . ee' 
in den Punkten a, b, . . e unter einem und demselben Winkel, 
welchen wir mit ip heaeiehnen wollen. Da sich aber die relative 
Lage eines Kurvenelementes gegen jene Cjlindererzeu- 
gende, welche dieses Element schneidet, bei der Abwickelung 
nicht ändert, so wird auch die abgewickelte Schraubenlinie S^ 
die Geraden «„«'01 ßoß'„, . . . EoS'„ . . , in den Punkten 80, b^ . . . Cg 
unter dem Winkel 9 schneiden, sie muss also notwendig eine ge- 
rade Linie sein. Es besteht mithin der Satz; 

„Jede Schraubenlinie übergeht bei der Äbmckelung ihres 
Schratihmcylind&rs in eine gerade Linie." 

Der Winkel <\), welchen alle Elemente einer Schraubenlinie 
mit den zu den Cjliodererzeugenden senkrechten Ebenen ein- 
schhessen, ist der Komplementwinkel zu dem Winke! tp; derselbe 
wird als der „Neigungswinkel" oder kurz als die „Neigung" der 
Schraubenlinie bezeichnet, während man die trigonometrische 
Tangente des Winkels <]> die „Steigung" der Schraubenlinie zu 
nennen pflegt. 

§410. 

Aus dem eben bewiesenen Satze kann man leicht weitere, 
für die Konstruktion der Schraubenlinie wichtige Eigenschaften 
ableiten. 

Bezeichnen wir den Punkt, bei welchem die Schraubenlinie S 
[Fig. 301, Taf. XXIV] beginnt, mit A, und jenen Punkt, in wel- 
chem sie nach einem einmaligen Gang um den Cylinder wieder 
die dem Punkte A entsprechende Cy lindererzeugende trifft, mit A'. 
Den durch A gehenden Cylinderkreis K pflegt mau sodann als den 
„Grundhreis", den Teil AabcdeA' der Schraubenlinie als einen 
„Schraubengang" oder kurz als „Gang" und die Strecke AA' auf 
der Cy linderer zeugenden als die „ Ganghöhe" der Schraubenlinie 3 



Wickelt man den Cylinder ab, so übergeht der Grundkreis K 
in die Gerade A^o, deren Länge den vollen Umfang von K re- 
präsentiert; der Schraubengang A . . . c . . . A' in die Gerade 
AA'„ und die Cy lindererzeugende AA'^^^' in die Gerade Sr„Ao. 
Aus dem rechtwinkligen Dreiecke A'i-^A^ folgt: 
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oder, da ^„A'^=AA' und ASr^^ärTC ist, weüu P den lladius 
des Grundkreises beaeichiiet, 

Das Verbältnis der Ganghöhe zum Umfange des Grundkreises be- 
stimmt sonach die Steigung der Schraubenüuie. 

Nehmen wir ferner ein beliebiges Stück cd der Schrauben- 
linie an. Die durch die Endpunkte c und d gehenden Cyliuder- 
eraengenden treffen den Grandkreis K in y und S. 

Die Differenz h der beiden Strecken d^ und cy bezeichnen 
wir als die „Höhendifferenz" zweier beliebiger Punkte der Schrau- 
benlinie resp, als die „Hohe" des Stückes cd der besagten Kurve. 

Nach der Abwickelung des Cylinders übergeht das Kurven- 
stiiek cd in die geradlinige Strecke Codo, die Erzeugenden Cy 
und dS in die Geraden C^Yo '^^^ d^Sy, und der Kreisbogen fS 
in die Strecke y^So, so dass h = dft — C7 = d(|S„ — C(,7u = d(,i 
und Y(|8u=arc.Y§ ist. Man hat dann in dem rechtwinkligen 
Dreiecke CadnA: 

d,i h , , 



ACfl 



.yS 



und daher der Satz: 

„Das Verhältnis, in welchem die Höhendifferenz zweier be- 
liebiffer Punkte einer Schraubenlinie zu der Lunge des zumchen 
diesen Putzen liegenden Grundhreishogens steht, ist konstant und 
gleich der Steigung der Schraubenlinie." 

Stellen mithin hj und h^ die „Höhen" irgend zweier Stücke 

nd cd einer Schraubenlinie, aß und yh die ihnen entsprechen- 

Bögen des Grundkreises vor, so ist: 
h, _ ha 
are . aß arc , 



ab 



oder hl : h^ 

Sind endlich are ^aß und arc yS 
auch h^=h2 und folglich besteht der Satz: 

„Die Kurvenstücke einer Schraubenlinie, w 
Bögen des Grundkreises entsprechen, besitzen gU 

Auf Grund dieser Eigenschaft unterliegt 
keinerlei Schwierigkeit, eine Schraubenlinie p 
a teilen. 



a ß : arc . y S. 

gleich, so ist 



■he Höhen." 

is nunmehr auch 

uktweise darzu- 
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§411. 

Nachdem eine Sehraubetiliiiie , resp. deren Elemente mit den 
Erzeugenden des zugehörigen Cylinders durchaus gleiche Win- 
kel einschliessen, so gilt dasselbe auch von den geradlinigen Ver- 
längerungen dieser Elemente, d. i. Ton den Tangenten der 
Schraubenlinie. 

Ist also t [Fig. 301, Taf. XXtV] die Tangente der Schrauben- 
liuie 2=^^Aabc ... A' im Punkte C, so schliesst diese Tangente 
mit der durch C gehenden Cylind er er zeugenden Cy den nämlichen 
Winkel 9 ein wie die Schraubenlinie, und wird mithin auch mit 
der Ebene des Grundkreises K denjenigen Winkel -l^ bilden, wel- 
cher die „Neigung der Schraubenlinie" repräsentiert- Es 
gilt demnach der Satz: 

„Sämtliche Tfmgentm einer Sekrofubenlinie schneiden die Er- 
zeugenden des Schraubencylinders unter demselben konstanten Win- 
kel wie die Schraubenlinie seihst, und scMiessen mit der Ebene des 
Grundkreises den Winkel ein, welcher die Neigung der Schrauben- 
linie repräsentiert." 

Nachdem die Tangente t der Schraubenlinie S im Punkte c 
auch den 8 chranbeney linder in C berührt, so liegt t notwendig in 
der der Erzeugenden cy entsprechenden Cylindertangential- 
ebene. Der Durchstosspunkt de von \ mit der Ebene des Grund- 
kreises K wird niithiu in der Trace dei besagten Tangentialebene 
auf der Gmudkreisebene, d.i. in dei Tmgente T des (jci undkreises 
im Puukte y, liegen. Da nach dem \ oi6teheud*,n Satze dtr Winkel 
cdo7 der Neigung ijj der Schraubeuhnie 2 entspiicht, »0 wird: 

cy ^^ "{Ao • tang .jj, 
und da weiter cy die Hohe des Stückes Ac dei Schi aubenlinie y, 
zwischen deren Anfangspunkt A auf dem biundkteise K und dem 
Berührungspunkt c der Tangente t darstellt, dieseb Stuck aber 
auch (Satz 1, § 410) durch 

c f ::= tg ■ i|i ■ arc A 7 
ausgediniokt werden kann, folgt aus den beiden Gleichungen, dass:. 

ydc ^ arc ■ A7, 
und hiermit auch der Satz: 

„Die Tangente einer Schraubenlinie trifft die Ebene des Grund- 
kreises in einem Punkte, welcher der Tangente des Grundkreises 
in dem dem Berührungspunkte der Schraubenlinie entsprechenden 
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Punkte angehört und von dem letzleren Punkte eine Entfernung 
'besitzt, welche demjenigen Bogen des Grundkreises gleich Icömmt, 
welcher dem vom Berührungspunlete mit der erstgenannten Tangente 
und dem vom Anfangspunkte der SchraubenUnie begrenzten Stücke 
entspricht." 

Nachdem die centralprojektiTisehe Darstellung der Scliraubeu- 
liniö an und für sich kein besonderes Interesse bietet, so bringen 
wir dieselbe in den nachstehenden Problemen in unmittelbare Ver- 
bindung mit der Darstellung der geradlinigen Schrauben- 
flachen. 



XXVI. Kapitel. 

Schraubenfläohen. 

§412. 

165. Aufgabe: Es Ist eine aufwicbelltare Schraubenfläche, 
deren Kiispiilalscliraubeiüinie auf einem zur BiMelicnc senk- 
rechten Cylinder liegt, centralprojektiviseh darzustellen, 
und sind die zu einer gegebenen Geraden parallelen Tangen- 
tialebenen dieser Fläche zu konstruieren. 

Sei K [Fig. 302, Taf. XXIV] der in der Bildebene gegebene 
Gruudkreis vom Eadius p und Z ^= oA die Achse jener Schrauben- 
linie, welche wir als die KuspidalkurYe der developpablen 
Schraubenfläche voraussetzen. 

Um zunächst das centralprojektivische Bild der Schrauben- 
linie zu konstruieren, teilen wir den Gfrundkreis K in eine belie- 
bige Anzahl (beispielsweise in zwölf) gleicher Teile, und führen 
durch die sich ergebenden Teilpunkte a, ß, "V, 8, e, ^, u, X, })., v 
die in A verschwindenden Erzeugenden des Grandkreiscylinders. 
Fenier denken wir uns die Achse Z = oA um Z in die Bildebene 
nach Z„ umgelegt, tragen von aus gleiche Teile von beliebiger 
Länge obj — bjcj =c;dj =•■■ = mjnj so auf, dass 12.bj0— H 
(Steigung) wii-d, und bestimmen durch entsprechende Zuciick- 
führung die Centralprojektionen bj, c^, dj . . . m^, n^ der 
Teilpunkte. 
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Mit Hilfe der Teilpuukte auf dem Kreise K und jenei- auf 
der Aclise Z kanu man uuu leicht {Satz 2, § 410) einzelne 
Punkte der Schraubenlinie koustvaieren, Lassen wir zum 
Zwecke der beabsichtigten Konstruktion die Schraubenlinie bei 
'dem Punkte a =: a in der Bildebene beginnen. 

Der Kreisradius r^Oß repräsentiert die Bildflächtrace jener 
Ebene, welche durch die Achse Z und die Cyliadererzeugende ßA 
geht. Führt man daher durch b^ die Parallele bjb ku oß, so 
wird dieselbe als Parallele zur Bildebene die Cylindererzeugende 
ßA in jenem Punlcte b treffen, der von der Bildebene (also vom 
Punkte ß des Grundkreises) dieselbe Entfernung wie b^ hat, dem- 
nach also eine Entfernung besitzt, deren wahre Grösse durch 

bjo = h = — ^ gegeben ist. 

In gleicher Weise sehneidet die zu 07 durch Ci parallel ge- 
führte Gerade die Cylindererzeugende 'yA in einem Punkte c, 
dessen Entfernung cy von der Bildebene in wahrer Grösse gleich 
cjo :=^ 2h ist. Ebenso finden wir auf den Cylindererzeugenden 
SA, sA, ^A, . . . vA die Punkte d, e, f, k, I, m, n, . . . deren 
Entfernungen von der Bildebene beziehungsweise gleich 3h, 4h, 
5h . . . 12h sind; es gehören mithin (Satz 2, § 410) die Punkte 
a, b, c, d . . . m, n einer Schraubenlinie C an. 

Die Tangenten dieser Schraubenlinie repräsentieren, 
wie wir (Kap. XXV) wissen, gleichzeitig die Erzeugenden einer 
aufwickelbaren Fläche, welche wir als „auftvichelhare Sckrau- 



Der Schnitt dieser Fläche mit der Bildebene ist jene Kurve, 
welche sich als geometrischer Ort der Bildflächdurchstoss- 
punkte aller Erzeugenden ergibt. 

Denken wir uns beispielsweise die Tangente der Schrau- 
benlinie C im Punkte e bestimmt. Da in unserem Falle die 
Ebene des Gmndkreises gleichzeitig die Bildebene ist, so wird 
(Satz 2, § 411) der Bildüachdurchstosspunkt s^ der vorgenannten 
Tangente in der dem Punkte e entsprechenden Tangente des 
Grundkreises K liegen, und wird seine Entfernung von s dem 
Bogen ae des Kreises K gleich sein. 

Nachdom das Gleiche für alle anderen Tangenten der Schrau- 
benlinie gilt, so finden wir, dasa der geometrische Ort ihrer 
Bildflächdurchstosspunkte jene Kurve ist, welche sich durch 
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Atwiebelung des Grundkreisea K auf seinen Taugenten er- 
gibt, also die bei a beginnende „Evolvente" des Gnindkreises re- 
präsentiert. 

Nehmen wir weiter eine beliebige Erzeagende der Schrauben- 
fläche an, beispielsweise jene, welche die Schraubenlinie C im" 
Punkte C berührt. Diese Taugente Kegt iu der der Erzeugenden 
cA oder yA enfesprech enden Tangeutialebene e,ej, des Schrauben- 
cylinders; ihr Fluchtpunkt 9j ist folglich der Schnitt mit der 
Fluchttrace Gy. 

Nachdem aber (Satz 1, § 411) alle Tangenten der Schrauben- 
linie C, d, i. alle Erzeugenden der developpablen Schraubenfläehe 
mit der Grundkreisebeue, hier also mit der Bildebene, gleiche 
Winkel einsch li essen , so wird der geometrische Ort ihrer 
Fluchtpunkte, d. i. die Fluchtkurve der Schraubenfläche, 
jener Kreis K^ sein, der seinen Mittelpunkt im Hauptpunkte A 
hat nnd durch 9^ geht. 

Hiermit ist die developpable Schraubenfläche vollstän- 
dig dargestellt und es erübrigt nur noch die Lösung des zweiten 
Teils der Aufgabe, d. i. an diese Fläche parallel zu einer 
Geraden VD die Tangentialebene T,Tj, zu legen. 

Die Fluchttrace T, derselben muss offenbar durch V geheu, 
und ausserdem (§ 354) die Fluchtkurve K^ berühren. Der Be- 
rührungspunkt Vj von T, mit dem Fluchtkreise K^ ist sodann 
gleichzeitig der Fluchtpunkt jener Erzeugenden, längs welcher 
die Schraubenfläehe von der Ebene T,Tb berührt wird. 

Zieht man ej, = VjA und^führt man weiter parallel zu e^ die 
Tangente ej^ des Grundkreises, so ist ej,e'^ die Cylindertangon- 
tialebene, welche die vorgenannte Fläch ener zeugende enthält. 
Der Dnrchstosspunkt der letzteren ergibt sich mithin im Schnitte 
p^ von ejj mit der Evolvente Cb, während die Tangente Tb von 
Cb in pi, welche {sobald die Kreistangeute e^ richtig gewählt ist), 
parallel zu Tv sein muss, die Bildfläehtraee der gesuchten 
Tangentialebene darstellt und die Gerade Vjpi die Berühr- 
ßrzengende mit der Schraubenfläehe repräsentiert. 

Die zweite durch V gehende Tangente des Kreises K^ liefert 
auf gleiche Weise eine zweite Tangentialebene. Hatte endlich 
die ^ Schraubenlinie C mehrere Gänge, so würde man offenbar 
entsprechend jedem Gange zwei derartige Tangential- 
ebenen erhalten. 
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166. Aufgabe: An ein Schi-aultenkonoid , dessen Achse zur 

BIldell)ene senkreclit steht, Ist parallel mit einer gegelbenen 

Ebene eine Tangentialebene zu legen. 

Denken wir uns eine Scbraubenlinie und die Achse der- 
selben als Leitlinien für eine windschiefe Fläche, während die 
Ebene des Grundkreises K [Fig. 303, Taf. XXIV] gleichzeitig 
ab Bicbtebeue angenommen werde, so erhalten wir die als 
„Schraubenfconoid" bezeichnete Regelfläehe. Die Achse der 
Schraubenlinie fallt in diesem Falle mit der Aelise des Konoi- 

Naehdem die besagte Aehae zur Bildebene senkrecht stehen 
soll, kann der Grundkreis K in der Bildebene selbst gewählt wer- 
den. Teilen wir den Grundkreis K wieder allenfalls in zwölf 
gleiche Teile, aß, ßy, yS, ... |tv, vX, ... pa und bestimmeu wir 
auf der Achse Z = oA die voneinander gleich weit abstehenden 
Punkte bj, Ci, d^, e,, ... n^, so findet mau (wie in der vorher- 
gehenden Aufgabe) die Punkte a, b, c, d, . . . n der Schrauben- 
linie, wenn beziehungsweise die Geraden bb^, cc^, ddi . . . nilj 
durch die Teilpimkte b^, o^ . . . tl^ parallel zu den Kreisradien 
oß, 07, 08 . . . gezogen und mit den Cyl indererzeugenden 
ßA, yA, SA . . . iu b, c, d, . . . m, n zum Schnitte gebracht 
werden. Verbindet man die letztgenannten Punkte durch eine 
stetige Kurve C, ao repräsentiert dieselbe das cenfcralprojek- 
tivisehe Bild der Schraubenlinie. 

Die vorbezeichneten Geraden bbj, cc, . . . mmj, nrii stellen 
die Centralprojektionen von zur Bildebene parallelen Geraden dar, 
welche die Achse Z ;= oA in den Punkten bj, Cj . . . rij und die 
Schraubenlinie C beziehungsweise in den Punkten b, c, . . . tl 
schneiden. Im vorliegenden Falle ist aber die Bildebene iden- 
tisch mit der Gnindkreisebene, also auch mit der Richtebene 
des Schranbenkonoides; die Erzeugenden des letzteren sind 
daher bereits durch die Geraden bb,, CCj, . . . mm,, nn, dar- 
gestellt. 

An dieses Konoid soll parallel zu einer gegebenen 
Ebene eine Tangentialebene TjT^ geführt werden, deren 
Flnchttrace T^ somit von vornherein gegeben ist. 
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Nachdem diese Tangentialebene notwendig eine IConoid- 
erzeugeade enthalteu muss, alle Konoider/.engenden aber zur 
Bildebene parallel sind, so wird die besagte Erzeugende insbeson- 
dere aueb parallel zur Traee Tj sein müssen. 

Zieht man also den Radius Oe des Grundkreises K parallel 
zu T[| und durch den Endpunkt s desselben die Cy lind er erzen- 
gende eA, so trifft diese die Schraubenlinie C in dem Punkte e. 
Die Parallele 66^ durch e zu De oder Tj ist somit die gesuchte 
Erzeugende, durch welche nunmehr die verlangte Tangen- 
tialebene T[^T^ zu führen sein wird. 

Wir benützen zu diesem Zwecke die Tangentialebene PvPj, 
des Scbraubencylinders längs der Erzeugenden sA als Hilfs- 
ebene. Die Sehnittgerade der Ebene PyPb mit der zu bestimmen- 
den Berübrebene TjT^ geht einerseits durch e und hat anderseits 
den Schnitt cp' von T" und Pv zum Fluchtpunkt, so dass sie durch 
t erscheint. Die durch den (in Pb liegenden) Dureh- 
; p' von cp'e zu Tj^ Parallele liefert sodann die gesuchte 
Bildflächtrace T^. 

Es erübrigt somit nur noch die Bestimmung des Berüh- 
rungspunktes p der Tangentialebene TjT^ auf der vorher fest- 
gestellten Erzeugenden ee,. Zu diesem Behufe kann, wie folgt, 
vorgegangen resp. geschlossen werden. Die Tangentialebene des 
Konoides in dem der Achse Z angehörenden Punkte Ci der Ko- 
noiderzeugenden GBl ist die durch Z uud 60, gehende Ebene 
T^T^'. Die Tangentialebene des Konoides in dem der Schrau- 
benlinie C angehörenden Punkte e der Erzeugenden ee^ ist jeue 
Ebene, deren Bildflächtrace T^ parallel zu ee^ durch den in Pj, 
liegenden Bildflächdarchstosspunbt e' der Tangeute an die Schrau- 
benlinie im Punkte e geht. Die Tangentialebene T" des Konoides 
in dem unendlich fernen Punkte u« von ee, ist parallel zur 
Richtebene. 

Die vier Tangentialebenen TP, T^', T^ und T" schneiden die 
Gerade Pb in den vier Punkten p', e'^, e' und u'«. 

Der Wurf, welchen diese vier Ebenen, also auch der Wurf, 
welchen die vier Punkte p', e'^, e', ul„ bilden, muss (Satz 1, § 344) 
projektiviscb mit dem Wurfe der vier entsprechenden Be- 
rührungspunkte p, e^, e, IIa sein. Nachdem sich aber die 
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unendlieli fernen Punkte u„ und u'„ entsprechen, so sind die bei- 
den Würfe äfinlieh, weshalb: 

pe _ p'e' 
pe, ^ p'e', ' 
Überträgt man daher die Strecke ee, von e' aus auf T^ nach 
e'e',, zieht man femer e', e',' und führt dann parallel zu e', e',' die 
Gerade p'p", so hat man weiter bloss den Punkt p" zurück nach 
p auf eCj zu übertragen, also ep^^^e'p" zu machen, um den ge- 
suchten Berührungspunkt p zu erhalten; denn der ausge- 
führten Konstruktion zufolge ist; 

ep e'p" e'p' 

c,p ~^ e'i'p" ^ e',p' 

§414. 

167. Aufgabe: Eine windschiefe Sehraubenfläche, deren Achse 
zur Bildebene senkrecht steht, ist centralprojektiTiseh dar- 
zustellen, und sind die Asymptoten ii^end eines ebenen 
Schnittes dieser Fläche zu l)estiinmen. 

Unter einer windschiefen Schraubenfläche versteht man 
jene Begelfiäche, deren Erzeugenden einerseits eine Schrau- 
benlinie und anderseits deren Achse schneiden, mit der 
letzteren aber überdies stets einen und denselben Winkel 
einschliessen. 

Auf Grund dieser Definition wird eine derartige Schrauben- 
fläche leicht darstellbar sein. Wir bestimmen nämlich einzelne 
Punkte a, b, c, (1, . . . I [Pig. 304, Taf. XXIV] einer Schrauben- 
linie C, indem wir den in der Bildebene angenommenen Gnind- 
kreis K in irgend eine beliebige Anzahl, hier zwölf, gleiche Teile 
aß :;= ßY = ■ ■ -^^ l^v ^ ■■ ■ = pa teilen, auf der Achse Z per- 
spektivisch die gleichen Stücke ob, = bjC^ ^= c^di . . . abschneiden, 
und dann so wie in den beiden vorhergehenden Fällen verfahren. 
Ferner bestimmen wir auf der ' Achse Z eine weitere Reihe von 
Punkten a^, bj, Cg . . . in der Weise, dass oa^, bib^, c^Cg, djüg , . . 
als die centralprojekti vischen Darstellungen einer und derselben 
Strecke p erscheinen, in der ümlegung nach Z^ also in wahrer 
Grösse durch: 

oa° = bjbj =cjc^ = d;dS ==. .. = t3p 
festgestellt sind. 
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Die Geraden aa^, bbg, cc^ . . . repräsentieren sodann die 
Hypotenusen von den kongruenten Dreiecken aoa^, bbjbg, cCjCg. . ., 
sind daher gegen die Achse Z, welche die eine Reibe TOn Ka- 
theten enthält, gleich geneigt. Nachdem ferner diese Geraden 
die Schraubenlinie C sowohl als auch die Achse Z schneiden, ao 
stellen sie bereits die oben verlangten Erzeugenden einer wind- 
schiefen Schraubenfläche vor. 

Berücksichtigen wir weiter, daas die Achse Z = oA zur Bild- 
ebene senkrecht steht, so gelangen wir zu dem Schlüsse, dass die 
Erzeugenden der Schraubenfläche auch mit der Bildebene 
einen und denselben Winkel einsehliessen. 

Hieraus folgt aber, dass die Fluchtpunkte der letzteren auf 
einem Kreise K^ liegen müssen, welcher den Hauptpunkt A zum 
Mittelpunkte hat. Besagter Kreis K^ ist sofort bestimmt, sobald 
der Fluchtpunkt einer Erzengenden bekannt ist. Wir brauchen 
daher bloss durch eine Erzeugende, beispielsweise durch äa^ und 
durch die Achse Z die Ebene e,% zu legen, um im Schnitte von 
Cv und aa^ den Fluchtpunkt <pj von aa^ zu erhalten, und sodaun 
aus dem Mittelpunkte A durch 9^ den Kreis K^ zn zeichnen. 

Ist EvEa die sehneidende Ebene, so repräsentieren die 
gemeinschaftlichen Punkte V und V^ von E^ und K,, offenbar die 
Bilder der unendlich fernen Punkte des ebenen Schnit- 
tes; die Tangenten der Schnittkurve iu V resp, Vj werden daher 
die verlangten Asymptoten sein. 

Der Punkt V ist selbstversKndlich der Fluchtpunkt einer be- 
stimmten Erzengenden Qs der Schraubenfläche. Diese Erzeugende 
muss notwendig in derjenigen' Ebene ejet liegen, welche der Flucht- 
punkt V mit der Achse Z = oA bestimmt Besagte Ebene schnei- 
det den Schraubencylinder in einer (richtiger in zwei) Erzeugenden 
cA, welche ihrerseits wieder die Schraubenlinie C in einem Punkte 
S trifft. Die Gerade sV ist sodann, wie leicht erkennbar, die 
gesuchte Erzeugende gs; ihr Durchstosspunkt \ ergibt sich 
in der Trace oc = ei,. 

Die Tan'gentialebeue der Schraubenfläehe in dem nueud- 
lich fernen Punkte V geht offenbar durch die Erzeugende Qs 
und berührt die unendlich ferne Kurve der Schraubenfläche 
in V; ihre Fluchttrace ist somit die Tangente T^ von K^ in V. 

Die so erhaltene asymptotische Tangentialebene T^T^ 
schneidet bereits die Ebene E,Etj in der einen Asymptote 
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VD:^S der Schnittkurve; eine zweite Asymptote erliält iimn 
in gleicher Weise bei Beniitztiiig des zweiten Flnchtpunbtes Vj. 

Hat die Schraubenlinie, aJso auch die Schraubenfläehe meh- 
rere Gänge, so gibt es in jedem trange zwei Erzeugenden, 
welche beziehungsweise in V und V^ verschwinden ; jedem Gang 
entsprechen dann zwei Asymptoten der Schnittkurve, Die 
letztere kann als der geometrische Ort der Schnittpunkte 
von Ev Eb mit den Erzeugenden der Schraubenfläche 
durch Zuhilfenahme jener Ebenen, welche durch diese Erzeugenden 
und durch die Achse Z gehen, leicht ermittelt werden. 
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XIY. Atschnitt 

Gegenseitiger Sclinitt zweier krummer 
Flächen. 

XSVII. Kapitel. 

§416. 

Der Sclinitt zweier Fläebou nter und n'ter Ordnung ist stets 
eine Raumkurve der nn'ten Ordnung, d. h. sie wird von jeder 
Ebene in nn' (reellen oder imagiBären) Punkten getroffen. Die 
besagte Ebene sehneidet nämlich die beiden Flächen (Satz, § 260) 
in zwei Kurven von den bezüglichen Ordnungen n und tl', welche 
ihrerseits nn' Punkte gemein haben, die gleichzeitig der obge- 
uannteu ßaumkurve angehören. 

Sind nun zwei Flachen Fj und Fg im Räume gegeben, so 
wird die Bestimmung ihrer Schuittkurve im allgemeinen stets auf 
der Ermittelung einer grijsseren Anzahl dieser Punkte beruhen. 
Nur in den seltensten Fallen gibt es andere, direkte Konstruk- 
tionswege. Als Beispiel fiir die letztere Bestimmungsart kann 
man allenfalls den Schnitt zweier Kugeln ansehen, welcher be- 
kanntlieb ein Kreis ist, dessen Ebene zur Verbindungsgeraden 
der Kngelmittel punkte senkrecht steht, seinen Mittel- 
punkt auf dieser Geraden hat, und mithin durch einen ein- 
zigen Punkt vollkommen bestimmt ist. 

Das Prinzip, nach welchem einzelne Punkte der Schnittkurve 
zweier Flächen F; und F^ bestimmt werden, beruht ganz allgemein 
darauf, dass man eine Reihe von Hilfsflächen anwendet, deren 
Sehnittkurven mit jeder der beiden Flächen F^ und Fj sich mög- 
lichst leicht und einfach bestimmen lassen; die Punkte, welche 
zwei solche Sehnittkurven, die in einer und derselben Hilfsfläche 
liegen, gemein haben, gehören aus leicht begreiflichen Gründen 
stets auch der gesuchten Schnittkurve von fj und F^ an. 
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Die (liesbeKÜglichen Konstruktionen werden selbstverständlieli 
nur dann als einfach, sicher und bequem konstruierbar bezeichnet 
werden können, wenn die Schnitte von Fj und Fg mit den Hilfs- 
flächen entweder gerade Linien oder Kreiae sind.' Alle anderen 
Fälle sind mehr oder weniger zeitraubend und mühselig, da mau 
die Schnittkurven mit den Hilfsfläehen selbst wieder punktweise 
zn konstruieren hat. Um übrigens das Gesagte klarer zu machen, 
wollen wir einige Beispiele über die Schnittbestimraung zweier 
Flächen durchführen. 



§416. 

168. Aufgabe: Es ist die gemeinschaftliche Kurve eines 
Kegels und eines Cylinders zu hesttmmcn. 

Setzen wir diesfalls voraus, es sei E^E^ [Fig. 305, Taf. SXIV] 
die Ebene der Leitknrve des Kegels, Kj die Projektion dieser Leit- 
kurve und S der auf dem Träger §9 gegebene Kegel seheitel; 
ferner sei K^ die in der Ebene E^^E^ gegebene Leitknrve des Cy- 
linders, dessen Erzeugenden wir parallel Kur Bildebene und über- 
dies speziell auch parallel zu den Tracen E^EJ^ wählen wollen. 

Nachdem durch jedea Punkt der zu bestimmenden Schnitt- 
kurve sowohl eine Kegelerzeugende, als auch eine Cy lindererzeu- 
gende geht, so werden wir diesfalls offenbar zur Konstruktion des 
gegenseitigen Schnittes als Hilfsfläehen „Ebenen" und zwar 
solche Ebenen verwenden, welche beide Flächen gleichzeitig 
nach Erzengenden schneiden. Dies sind bekanntlich jene 
Ebenen, welche durch den Kegelscheitel S gehen und nebstbei zu 
den Cy lind ererzeugenden parallel sind, also solche Ebenen, welche 
die durch den Kegelscheitel S zu den Cyliud ererzeugenden parallel 
geführte Gerade g enthalten. 

Bestimmen wir zunächst den Schnittpunkt A der genannten 
Geraden g mit der Ebene E^E^, so wird eine beliebige durch A 
geführte Gerade a^ stets den Schnitt (Trace der schneidenden 
Hilfsebene h auf der Ebene E^ der Leitkurve Kg) der Ebene EJE^ mit 
einer durch S4 = g gelegten Hilfsebene h repräsentieren; diese 
Gerade Sg wird daher auch die Leitkurve Kj im allgemeinen in zwei 
(oder mehreren) Punkten a^ und bg treffen, durch welche jene Cy- 
linder er zeugenden g^, g^ gehen, welche der obbezei ebneten Hilfs- 
ebene h angehören. 
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Die Gerade c^ muss selbatverständlich ancb die gemeinsame 
Sclmittgerade vd der beiden Ebenen E'^E'^ imd EJE^ der Leit- 
kurveu Kj und K^ in einem Punkte a^ treffen. Führt man nun 
dnrcli «j eine Parallele a^ zu Si^g, so stellt dieselbe offenbar 
bereits die Sehnittgerade ff^, der Ebene EJ^EJ, mit der Hilfsebene h 
dar. Die Gerade c^ schneidet die Leitkurve Kj des Kegels, welche 
in EjjEjj liegt, in zwei Punkten a^ und b^, während der Schnitt 
der Ebene h mit dem Kegel selbst in den Erzeugenden Saj und 
Sb^ erfolgt. 

Die Kegelerzeugenden g!, und gj^, welche dnreh die Schnitt- 
punkte Hj und bj von a^ mit der Leitkurve Kj gehen and ebenso 
wie die Cy linder er zeugenden g^ und g^ der Hilfsebeue h ange- 
hören, treffen sich mit den letztereu, d, i. mit g|, g^, in den 
Punkten 1, 2, 3 und 4, die, auf Grundlage des VorRusgeschickteu, 
Punkte des zu bestimmenden Schnittes liefern. 

Ändert man die Lage der durch Ä gehenden Geraden a^, so 
wird selbstverständlich auch die Lage der Hilfsebeue h eine ent- 
sprechende Änderung erfahren, und wir erhalten durch den hier- 
mit angedeuteten Vorgang in gleicher Weise stets neue Punkte 
des gesuchten Schnittes der beiden Flächen F^ und Fg. 

Um anderseits Punkte des gegenseitigen Schnittes von F^ 
und Fj zu bestimmen, welche bestimmten Kegelerzeugenden, allen- 
falls der Konturerz engenden sS, angehören, wird man bloss durch 
e die Trace s', der schneidenden Hilf seh ene h' auf der Ebene E^E',, 
der Leitkurve K^ parallel zu g^^SA zu führen, deren Schnitt- 
punkt ß mit vd festzustellen und ß mit Ä zu verbinden haben, 
um die Traee öj der Hilfsebene h' auf E^E^ und im Schnitte 
dieser letzteren mit Kg die Punkte a\ und b, zu erhalten, durch 
welche jene Cylindererz engen den zu führen sind, welche mit Se 
zum Schnitte gebracht, den Ein- beziehungsweise Äustrittspunkt 
der Kegelerzeugenden Se bestimmen. 

Wie zu ersehen, ist die hier benützte Methode mit dem in 
§ 250, Aufgabe 91, zur Geltung gebrachten Verfahren (Bestim- 
mung der Durchdringung einer Pyramide mit einem Prisma) 
identisch. Ebenso könnte auch die volle Übereinstimmung in 
den Bestimmungsweisen der Schnittbestimmung zweier Kegel oder 
zweier Gylinder mit den in § 249 und § 251 besprochenen Ver- 
fahrungsarteu nachgewiesen werdeu. Im ersteren Falle wird man 
nämlich auch hier Hilfsebeneu wählen, welche die beiden 
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Kegelscheitel enthalten, im zweiten Falle dagegen wieder solche 
Hilfsebeneu benutzen, welche zu den Erzeugenden beider 
Cylinder parallel sind. 

§417. 

169. Aufgabe: Es ist der Schnitt einer Kegelfläche mit einem 

windschiefen Hyi>ei'l)oloide zu bestimmen. 

Sei L [Fig. 306, Taf. XXIV] die in der Bildebene Hegende 
Leitkurve des Kegels nnd S der auf dem Träger 89 gegebene 
Eegelsch eitel. Das Hyperboloid sei durch zwei projektivische 
Reihen auf den sich kreuzenden Trägern djV^ und d^v^ gegeben. 
Die Reihen selbst sind durch drei Paare entsprechender Punkte 
■ Bj, a^; bi, bg und c^, c^ bestimmt. 

Die verlangte Schnittkurve kann offenbar als der geome- 
trische Ort der Schnittpunkte des Kegels mit allen Erzeugenden 
a^Bä, b^bj, C^Cj . . . des Hyperboloides erhalten werden. Man wird 
zu diesem Zwecke durch die Hyperboloid-Er zeugenden bloss solche 
Hilfsebeuen zu legen haben, welche auch den Kegel nach den 
einfachsten Formen schneiden, also Hüfsebenen wählen, welche 
den Kegelscheitel S enthalten. Hierbei dürfte überdies noch der 
nachstehende einfache Weg mit Vorteil eingeschlagen werden. 

Legen wir durch S und durch ÖjV^ beziehungsweise dgVg die 
Ebenen h'^h',, und h'h^ und projizieren von S aus die beiden 
projekti vischen Reihen aibjC^ , . . und a^bgCg . . . auf die Bild- 
ebene, so erhält man daselbst ebenfalls zwei projektivische Reihen 
'^ißiTi ■ • • ^^^ '''sßäTa ■ ■ ■ 1 deren Träger die bezüglichen Bild- 
flächtracen hj^ und h^ sind. 

Die beiden Reihen «ißiYi . . . und a2ßsT2 ■ ■ ■ können auf 
bekannte Weise (§ 113) vervollständigt werden. Durch Zurück- 
projizieren dieser vervollständigten Reihen von S aus wird offenbar 
auch die Vervollständigung der Reihen a,biC, . . . und agb^c^ . . . 
leicht ermöglicht werden. 

Nehmen wir nun irgend zwei entsprechende Punkte, beispiels- 
weise a^ und a^ an. Die Terbindnngsgerade a^a2 ist eine Er- 
zeugende des Hyperboloides. Die der Geraden Bji^ in der 
Bildebene entsprechende Oerade a^OL^ repräsentiert die Bildfläch- 
trace der durch aja^ und durch S gelegten Hilfsebene, während 
die durch die Schnittpunkte i und 2 von «jOj mit L gehenden 
Kegelerzeugenden Sl und S2 der Hilfsebene Sa^a^ angehören. 

85* 



y Google 



— 548 — 

Die Punkte I und II, in welchen die Hjperboloid-Erzeagende s^a^ 
die Kegelerzeugeudeu IS und 2S trifft, sind bereits Punkte der 
zu suchenden Schnittkurve, 

Führt man die gleiche. Konstruktion für andere Paare ent- 
sprechender Punkte, b^, b^; Cj, c^; dj, d^; . . • der beiden Reihen 
durch, so können beliebig ^'iele Punkte der Schnittkurve beatimmt 
werden. 

§418. 

170. Aufgabe: Es ist die Schnitüturvc zwcißr Rotations- 

Iläclicii, deren Achscü sieh in einem Pnnlttc sehnciden, zu 

konstruieren. 

Um die Konstruktionen möglichst einfach zu gestalten, wollen 
wir voraussetzen, dass die Ebene der sich schneidenden Rotations- 
achsen Zj und Zs [Fig. 307, Taf. XKV] die Bildebene selbst sei. 
Der gemeinschaftliche Punkt beider Achsen sei S; Mj und Mg seien 
die in der Bildebene liegenden Meridiankurven der beiden Flächen. 

Das vorstehende Problem bietet ein Beispiel einer Schnitt- 
bestimmung bei welcher die Hilfsflächen nicht so wie in den 
vorher besprochenen Fällen, ebene Flächen sind. Diesfalls kann 
man nämlich von dem Umstände Gebrauch machen, da^s eme 
Kugel, deren Mittelpunkt auf der Achse einer Rotitionsflaehe 
liegt, diese letztere in einem oder in mehreren Paiallelkieisen 
sehneidet. 

Wählt man also im vorliegenden Falle den Schnittpunkt 3 
von Z^ und Z^ als Mittelpunkt einer Hilfskugel C, welche die 
Bildebene in dem grössten Kreise y schneidet, so wird diese Kugel 
beide Rotationsflächen in Parallelkreisen treffen. 

Ist beispielsweise «j ein gemeinschaftlicher Punkt von y und 
M;[, so wird der durch a^ gehende und in der durch a^ senkrecht 
zu Z^ geführten Ebene O^e^' liegende Parallelkreis K, der Kugel C 
und der Rotationsfläche (Zj, Nlj) gern einschaft lieh sein. 

Stellt femer a^ den Schnittpunkt von j und Mg vor und 
führt man durch «j die zu Z^ senkrechte Ebene e^e^*, so ist der 
in derselben liegende Parallelkreis Kg der Rotationsfläche (Z^, M^) 
auch ein Kreis der Hilfskugel C. 

Die beiden Kreise Kj und K^ müssen sieh nun, da sie der 
nämlichen Kugel C angehören, notwendig in zwei Punkten schnei- 
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den, welche einerseits der Schiiittgeradeu dj^A = 8^ der beiden 
Ebenen e^e^' und o^e^', anderseits aber auch der gesuchten 
Schnitt kurve angehören. Die besagten Punkte erhält man, in- 
dem man den Kreia K^ sowohl, als auch die Gerade S^ um e^' 
beziehungsweise nach KJ und s^ umlegt, und die gemeinschaft- 
lichen Punkte a" und bj nach aj und b^ zurückführt. 

Ändert man den Radius der Hilfskugel C, eo kann man durch 
Wiederholung der erläuterten Konstruktion beliebig viele Paare 
von Punkten, welche der zu bestimmenden Schnittkurve ange- 
hören, ermitteln. 

Sind die beiden Drehachsen Z^ und Z^ insbesondere parallel, 
so werden beide Flächen von den zu Zj und Zg senkrechten Ebenen 
gleichzeitig in Kreisen geschnitten, welche wieder Paare von Schnitt- 
punkten beider Flächen liefern. Haben jedoch die Rotationsachsen 
keinen Punkt gemein, so ist die Schnittbestimmung eine höchst 
mühsame, indem man, selbst dann, wenn als Hilfsebenen die Pa- 
rallelkreisebenen der einen Fläche gewählt würden, dennoch die 
Schnittkurven dieser Ebenen mit der zweiten Fläche (§ 137 oder 
§ 138) punktweise bestimmt werden müssten. 

Die angeführten Beispiele dürften genügen, um zu zeigen, 
wie in gewissen Fällen die Schnittkurve zweier Flächen bestimmt 
werden kann, und wie in ähnliehen Fällen analoge Methoden zu 
finden wären. Wesentlich bleibt hierbei immer, solche Hilfsflächen 
zu wählen, welche die beiden zum Schnitte zu bringenden Flächen 
: einfach zu bestimmenden Kurven schneiden. 
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XV. Abschnitt. 
Konstruktion der Schatten. 

XXVni. Kapitel. 

§ il9- 

Um die Änacliauliehkeit eines durch irgend eine Projelition 
dargestellten räumlichen Gebildes oder Objektes zu erhöhen, be- 
rücksichtigt man die sichtbaren Wirkungen, welche eine beliebige 
Lichtquelle auf dieses Objekt und seine Umgebung (d. i. andere 
Objekte, die Bildebene, u. s. w.) ausübt. Die graphische Dar- 
stellung dieser Lichtwirkungen ist Gegenstand der „SchaUenlehre." 

Vom geometrischen Standpunkte unterscheidet man eine in 
unendlicher Entfernung befindliche Lichtquelle von einer im 
Endlichen liegenden, und bezeichnet die Beleuchtung im ersten 
Falle als „natürliche Beleuchtung" (die Sonne kann für beleuchtete 
kleinere Objekte nahezu als unendlich ferne hegend betrachtet 
werden) im zweiten Falle als „künstliche Beleuchtung." 

Was die Art der Lichtwirkung betrifft, so ist sie in beiden 
Fällen eine zweifache. 

Jeder Körper zeigt nämhch, wenn beleuchtet, an verschiedenen 
Stellen eine verschiedene Helligkeit, welche von der Lage 
(Neigung) dieser Stellen resp. der Flächenelemeute des Kör- 
pers gegen die Lichtquelle, und hei ,, künstlicher Beleuch- 
tung" auch von ihrer Entfernung von der Lichtquelle ab- 
hängig ist. 

Auf jedem Körper gibt es gewisse Linien, die „Isopkoten" 
von welchen jede einen geometrischen Ort wirklich gleich 
stark beleuchteter Punkte repräsentiert, und weiter existiei-t eine 
andere Schar von Linien, die „Jsophengen" , welche geometrische 
Orte solcher Punkte auf dem Körper resp. auf der Fläche vor- 
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stellen, die einem in das Projektionseentrum verlegten Auge 
scheinbar gleich hell erscheinen. 

In der centralen Projektion ist die Darstellung solcher Linien 
umständlich, langwierig und teilweise auch mit Schwierigkeiten ver- 
bunden. Nachdem diese letzteren, so wie der zur Auffindung dieser 
Linien erforderliehe Zeitaufwand mit den hierdurch erzielten Re- 
sultaten nicht im Einklänge stehen, wollen wir hier von der Kon- 
struktion, beziehungsweise Darstellung derselben gänzhch absehen. 

Die zweite Art der Lichtwirkung besteht darin, dasa gewisse 
Stellen eines sonst beleuchteten Objektes oder Körpers deshalb 
dunkel erscheinen, weil einzelne Teile dieses Körpers selbst oder 
auch andere Objekte den Zutritt der Lichtstrahlen zu jenen Stellen 
hindern. Derartige dunkle Stellen werden als „Schatten" bezeichnet. 

Fällt hierbei die Umgrenzung des Schattens mit der Umgren- 
zung jenes Körper- oder Flächenteiles, welcher diesen Schatten 
hervorruft, direkt zusammen, so pflegt man denselben ala „Selbst- 
schatf.en" zu bezeichnen; ist dies nicht der Fall, dann wird er als 
„Schlagschatten" bezeichnet. 

Die Bestimmung solcher Selbst- und Schlagschatten 
wolleu wir an einigen Beispielen zu erläutern suchen. Es wird 
eich hierbei vor allem darum handeln, die geometrische Grund- 
lage für derartige Konstruktionen festzustellen. 

Die Lichtquelle, einerlei oh dieselbe in eudlicher oder unend- 
licher Entfernung liegen mag, wollen wir als Punkt voraus- 



Wird irgend ein Punkt a, den man als materiell i 
von einer Lichtquelle L beleuchtet, so wird der durch denselben 
gehende Lichtstrahl La von ihm aufgefangen. Jeder Punkt auf 
der Verlängerung von La {über a hinaus) befindet sich demnach 
im Schatten. Der Schlagschatten des Punktes a auf irgend 
eine Fläche wird mithin der Schnittpunkt der letzteren mit der 
Geraden (Lichtstrahl) La sein. 

Nehmen wir femer ein beliebiges Objekt G im Räume an. 
Von einer Lichtquelle L gehen Lichtstrahlen nach allen Punkten 
dieses Objektes G, welche als „Lichtstrahlen" in diesen 
Punkten aufhören, so daas alle Punkte auf ihren Verlängerungen 
im Schatten liegen. 

Ist das Objekt G stetig von Punkten erfüllt, so bilden auch 
die von der Lichtquelle L nach diesen Punkten führendeil Licht- 
strahlen im allgemeinen ein stetiges Strahlenbündel und 
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dieses wild ^on jener StraUenfläche (Pyramide oder Kegel, weuu 
L im Endlichen liegt; beziehungsweise Prisma oder Oylinder, wenn 
L unendlich feine ist) begrenzt, welche dem Objekte von L aus 
umschrieben werden kann. 

Die Beruhiungskurve des Objektes mit der umschriebenen 
Strahlenfläche ist sodann die „Selhstschattenlinie", „Selbstschcdten- 
grense" oder die „Trennungslinie" zmsckea liiaW, und Schatten 
auf dem Objekte, während der Schnitt der vorgenannten Strahlen- 
flache mit irgend einer Fläche die Umgienzung des „Schlag- 
schattens" bildet, welchen das Objekt G auf diese Fläche wirft. 

Hieraus ist zu ersehen, dass „Selbstßchatten" und „Schlag- 
schatten" eines Gebildes im ßaume sich lem geometrisch höchst 
einfach deuten lassen, und sind wir auf Uiund dessen nunmehr 
auch im Stande diesbezügliche Konstruktionen ohne jedwede 
Schwierigkeit durchzuführen, 

§420. 

171. Aufgabe: Unter Toraussetzung parallelstraliliger Be- 
leuchtnng ist der Selilagschattiiü eines Dreieckes und eines 
Parallclogrammes, dessen eine Seite in der Blldeljene liegt, 
auf die Bildetieue, soirie der Schatten des Dreieckes auf 
das Parallelograntm zu konstruieren. 

Sei V [Fig. 308, Taf. SXV] das Bild der unendlich fernen 
Lichtquelle, oder mit anderen Worten: der gemeinschaftliche 
Fluchtpunkt der Lichtstrahlen; ferner seien abc das in der Ebene 
evGh gegebene Dreieck und ABCD das in der Ebene EyE|, gegebene 
Parallelogramm, dessen eine Seite AB, der Voraussetzung gemäss, 
in der Bildebene, diesfalls also in der Bildflächtrace Eb liegt. 

Der Schatten des Dreieckes abc auf die Bildebene wird 
wieder ein Dreieck sein. Nach den eben gepflogenen Auseinander- 
setzungen wird sich derselbe als Schnitt der Bildebene mit jenem 
Prisma ergeben, dessen Kanten den Fluchtpunkt V besitzen und 
beziehungsweise durch a, b und c gehen. 

Legt man durch den Träger 5tp der Dreieekseite ab parallel 
zu V (d. b. parallel zu allen in V verseh windenden Geraden) die 
! hvhh = abV des Prismas, und bestimmt die Schnitt- 
, und bs von hb mit den Strahlen (Kanten) aV und bV, 
so repräsentiert ajbs bereits die eine Seite jenes Dreieclies, in 
welchem das Liehtprisma V(abc) die Bildebene schneidet. Die 
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beiden anderen Seiten erhält man als die Verbindungsgeraden 
der Punkte a^ und bg mit den beaüglicLen Dnrclistosspunkten S^ 
und &i (3er Dreieckseitea ac und bc; der Sebnittpunkt Cs von 
as Sg und b; 5j vervollständigt als dritter Eckpunkt das Dreieck 
asbsCs, welches bereits den Schatten des Dreieckes abc auf 
der Bildebene darstellt. 

In gleicher Weise wird sieh anch der Schatten des Pa- 
rallelogrammes ABCD auf die Bildebene, als Schnitt der letz- 
teren mit dem Prisma V(ABCD) ergeben. Besager Schnitt wird 
hier selbstverständlich ein Parallelogramm sein, dessen eine Seite 
diesfalls ofFenbar mit AB zusammenfällt. 

Die den Seiten AC und BD entsprechenden Schatten ACa und 
BDs sind die 'Bildfläehtracen der Seitenebenen ACV und BDV des 
Liohtprismas, ergeben sich mithin als die beziehungsweise durch 
A und B zu der Fluchttrace V9' {<pV Fluchtpunkt von AC und BD) 
parallel gezogenen Geraden, während die Punkte Cs und Dj auf 
denselben mittels der Strahlen CV und DV erhalten werden, so 
dass ABCsDg den Schlagschatten des Parallelogrammes 
ABCD auf die Bildebene repräsentiert. 

Es erübrigt jetzt noch, den Schlagschatten des Drei- 
eckes abc auf das Parallelogramm ABCD zu ermitteln. 

Da die Schatten der beiden Gebilde auf eine und dieselbe 
dritte Fläehebezogen sich gegenseitig teilweise decken, so 
hat man in diesem Umstände ein Merkmal, dass der Schatten 
des einen (vorstehenden) Gebildes notwendig von dem zweiten 
(rückstehenden) aufgefangen werden muss, bevor ec auf die 
dritte Fläche (hier Bildebene) gelangen kann. 

Der besagte Schatten kann erhalten werden, indem man das 
dem Dreiecke abc entsprechende Liehtprisma V{abc) mit der Ebene 
EyEb des Parallelogrammes zum Schnitte bringt. Der innerhalb 
der Begrenzung des Parallelogrammes ABCD liegende Teil der 
Sehnittfigur repräsentiert sodann den verlangten Schlagschatten. 

Sind jedoch, wie im vorliegenden Falle, die Schatten des 
Dreieckes und des Parallelogrammes auf eine und dieselbe Fläche 
(hier die Bildebene) bereits konstruiert, so kann der Schatten des 
Dreieckes auf das Parallelogramm oder umgekehrt a\if eine noch 
einfachere Weise, welche man als das „Zurückführen" der Licht- 
strahlen bezeichnet, bestimmt werden. 

Das hierbei zur Verwendung gelangende Prinzip ist folgendes: 
Decken sich die Schlagschatten, welche irgend zwei Punkte 
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im Räume auf eine und dieselbe Fläolie werfen, so müssen diese 
Punkte offenbar auf demselben Lichtstrahle liegen; der von 
der Lichtquelle entferntere Punkt liegt mithin bereits im 
Schlagschatten dea der Lichtquelle näher gelegenen Punktes. In 
dem vorstehenden Falle decken sieh nun iu der That die beiden 
Schlagschatten asb^Cg und ABCgDs teilweise, woraus folgt, dass 
ein Teil des Dreieckes abc wirklich einen Schlagschatten auf das 
Parallelogramm werfen wird. 

Die beiden Geraden bs C» und Cs Ds sehneiden sich in einem 
Punkte nis. Führen wir den Strahl Vnis, so trifft derselbe die 
Geraden bc und CD beziehungsweise in m und in iiis. Mau er- 
kennt sofort, dass, weil m und ITis den gemeinschaftlichen Schläg- 
schatten ms auf der Bildebene besitzen, tits gleichzeitig den Schlag- 
schatten von m auf die Fläche des Parallelogrammes vorstellt. 

Iu gleicher Weise ist der Schnittpunkt Pa von 3$ bs und 
CjOs der gemeinsame Schlagschatten jener Punkte n und- rig iu 
welchen der (zurückgeführte) Lichtstrahl HsV die Geraden ab resp. 
CD schneidet; es repräsentiert mithin iis den Schlagschatten von 
n auf die Parallelogrammfläche. 

Ferner ist der Schnittpunkt rä von Sabs und AB der Schatten 
eines gewissen Punktes r von ab auf die Bildebene und gleich- 
zeitig auf die Ebene E, Ej, des Parallelogrammes; die Gerade rstls 
stellt mithin die Schlagschatten von ab auf das Parallelogramm 
dar. Weiter trifft die Verlängerung von bsCj die Bildflächtrace 
Eb in einem Punkte ^s, welcher den Schlagschatten eines Punktes' 
^ der verlängerten Geraden bc auf die Bildebene sowohl als auch 
gleichzeitig auf die Ebene EvEb repräsentiert. Man erhalt sonach 
den Schlagschatten der Dreieckseite bc auf die Parallelogramm- 
ebene EyEb in der Geraden '^sDig, und auf dieser letzteren den 
Schlagschatten, welchen der Punkt c auf die Parallelogrammfläche 
wirft, im Schnitte c\ mit dem zurückgeführten Lichtstrahle CgV. 

Schliesslich ist die Gerade, welche cä mit dem Schnittpunkte 
p'g von BsCb und AB verbindet, der Schlagschatten der Dreieck- 
seite ac auf das in Eb E, gegebene Parallelogramm ABCD. 

Es erscheint mithin der Schlagschatten, welchen d^ 
Dreieck abc auf das Parallelogramm wirft, durch das Poly- 
gon psCsm^nUs 
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172. Aufgabe: Ein Oktaeder, welches mit einer Achse senk- 
i-echt zur Bildebene steht und mit einem Eckpunkte auf 
dersclhen auft-uht, sowie ferner eine gerade Linie sind ge- 
gehen; es soll der Schlagschatten beider auf die Bildehenej 
sowie der Schlagschatten der Geraden auf das Oktaeder 
ermittelt werden. 

Die zur Bildebene senkreclite Gerade Ad [Fig. 309, Taf. XXV] 
stelle die eine Achse des Oktaeders dar. Gemäss der iu der vor- 
liegenden Aufgabe gestellten Forderung ist der Durohstosspnnkt d 
derselben gleichzeitig der eine Eckpunkt des Oktaeders. Der an- 
dere Endpunkt der Achse Ad sei C; der centralprojektiviscte Hal- 
hierungspunkt o der Strecke cd ist selbstverständlich der Mittel- 
punkt des Oktaeders, durch welchen die beiden anderen Oktaeder- 
achsen ab und ef gehen. Nachdem diese Achsen zur Bildebene 
parallel sind, so sind ihre Bilder durch zwei beliebige aufeinander 
senkrecht stehende und durch D gehende Geraden ab und ei dar- 
gestellt; es erübrigt somit nur noch die ceutralprojektivische Dar- 
stellung ihrer Endpunkte a, b, e und f. 

Die zur Bildebene senkrechte Ebene e,eD, welche durch die 
Achsen ab und cd geht (deren Traeeu mithin zu ab parallel sind), 
schneidet das Oktaeder in einem Quadrate, dessen Diagonalen eben 
die beiden Achsen ab und cd sind. Nach der TJmlegung um Bb 
erscheint cd in Cod, währeuil sich die andere Achse als die durch 
den Halbierungspunkt 0„ von C„d parallel zu ßb gezogene Gerade 
darstellt. Anf derselben ergeben sich die umgelegten Eckpunkte 
a,) und bu einfach durch Übertragung der Strecken a^ Oq = b^ % 
^CdOo^^do,,; dnrch Zurückführung erhält mau deren Projek- 
tionen a und b. Schneidet man weiter eo = fo^ao^bo ab, 
so erhält man in e und f die Endpunkte der dritten Achse. 
Die vier Kanten ae, eb, bf und fa des Oktaeders bilden ein zur 
Bildebene paralleles Quadrat. Die Verbiu dungsgeraden seiner Eck- 
punkte mit den Punkten c nnd d liefern die übrigen Kanten des 



Ist nun V der Fluchtpunkt der Lichtstrahlen, und legt mau 
parallel zu V durch die Achse Ad die Ililfsebene H,Hb, so liegen 
in der Bild fläch trace Hj, derselben die Bildüächdurchstosspuukte 
d, Og, Ca der durch d, und C gehenden Lichtstrahlen Vd, Vo, VC; 



y Google 



— 656 — 

ea sind also d, Os iiiid Cj bereits die ScJilagscliatten der ge- 
nannten Punkte auf die Bildebene (d, als Punkt der Bildebene, 
fällt mit seinem Schatten unmittelbar ausammeu). 

Um die Schlagschatten der übrigen vier Oktaederecken a, b, e, f 
zu finden, haben wir zu berücksichtigen, dass dieselben als Dureh- 
stosspunkte der Bildebene mit den parallel zu V durch a, b, e 
und f geführten Strahlen erhalten werden, oder mit anderen Wor- 
ten, dass der Sehlagschatten des zur Bildebene parallelen Qua- 
drates aebf auf die Bildebene wieder ein Quadrat agegbsfs sein 
muss, welches mit aebf parallel und kongruent ist (dessen Diago- 
nalen also Cftd = aobo sein müssen). Mau hat daher bloss agbs 
und Bsfs durch Os parallel zu ab resp. ef zu ziehen, und 
HeOs ^^bsOs^ 6sOB^=^fsOs^ CflO ZU machen. 

Hiernach erhält man in asBs, Csbs, bsfs, U^s, Csas, Csbg, 
CsCs, Cgfä, das, dbs, des nud dfs die Schlagschatten der 
Oktaederkanten; das Polygon dasOsCsbefsd wird, nachdem es 
die äusserste Umgrenzung der Schlagschatten aller auf dem 
Oktaeder liegenden Punkte ist, den Schlagschatten des Okta- 
eders Yorstelleu. (In Fig. 309, Taf. XXV, fallen zufällig die 
Punkte d, as und es, sowie auch die Punkte Cj, bs und U in 
eine Gerade.) 

Das Schattenpoljgou dasegCsbafsd kann gleichzeitig als 
der Schlagschatten des Kantenpolygons daecfbd aufgefasst 
werden. Dieses Polygon trennt daher das Oktaeder in einen be- 
leuchteten und einen im Selbstscbatten liegenden Teil. Wie 
dem vorher bemerkten Umstände, dass d, as und Cs, sowie auch 
Cg, bs und Is in einer Geraden liegen, leicht zu entnehmen, liegen 
die Seitendreieeke dae und cbf parallel zu den Lichtstrahlen, also 
ebenfalls im Selbsts chatten 

Der Schlagschatten Lg der gegebenen Geraden dv = L 
auf die Bildebene ergibt sich als die Bildflächtrace hj, der durch 
dv parallel zu V gelegten Liehtebeue hvhb. 

Der Schatten L« auf die Bildebene trifft nun die Schlag- 
schatten GsCs, SsCg, fsCs und bsfs der Oktaederkanten ec, ac, fc 
und bf in den bezüglichen Punkten nis, Hg, Ps und Ps- Führt 
man diese Puukte mittels der durch dieselben gehenden Licht- 
strahlen in die genannten Oktaederkanten nach mi, fig, pa i^nd rä 
zurück, so repräsentieren (wie aus den in der vorhergehenden Auf- 
gabe augestellten Betrachtungen bekannt) nis, iig, ps und Pg die 
Schlagschatten gewisser Punkte der Geraden L auf das Oktaeder. 
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Die gebrochene Linie itisnäpars stellt dalier den Schlagschatten 
der Geraden L auf das Oktaeder vor. Hierbei ist psTs als 
parallel zu den Lichtstrahlen und auf einer zu den Lichtstrahlen 
parallelen, also im Selbstschatten befindlichen Fläche cbf lie- 
gend, nicht als eigentlicher Schatten zu betrachten. 

§422. 

173. Aufgabe: Aitf einer zur Bildeltene senkrechten Eltene 

ist ein nicht geschlossener Linienzug als Basis eines Pi-isnia 

mit zur BiMehenc parallelen Kanten gegehen; es sollen, 

centrale Beleuchtung Torausgesetzt, alle vorhommeiidcn 

Sehlagschatten bestimmt werden. 

Es stelle e„ei, [Fig. 310, Taf. XXV] die zur Bildebene senk- 
rechte Basisebene des Prisma vor. Die Basis sei durch ihr Bild 
abcde, welches einen bei a und abbrechenden, also offenen 
Linienzng vorstellt, gegeben. 

Nachdem die Prismenkauten zur Bildebene parallel sein sollen, 
werden auch ihre Bilder aaj, bb^ , . . CC^ untereinander parallel 
erscheinen. Das Prisma denken wir uns durch eine mit abcde 
parallele obere Basis a^b^c^d^e^ abgeschlossen. Da hierbei je zwei 
entsprechende Kanten, wie ab und ajbi parallel sind, also einen 
gemeinschaftlichen Fluchtpunkt (pj auf e« haben, so ist, sobald 
man den einen Punkt a^ beliebig annimmt, auch das obere Basis- 
polygon a^b^Cjdje-i vollständig bestimmt (die Polygone abcde und 
a,b,Cidj^ei sind dann offenbar zwei affine Figuren, für Cy als 
Äffinitätsachse und die Bilder der Prismenkanten als Äffi- 
ni tätsstrahlen). 

Das Lichtcentrum L sei auf dem Träger S9 gegeben. 

Vorerst wollen wir den Schlagschatten des Prisma auf 
seine Basisebene 8161, ermitteln. Der Schatten der Basis abcde 
fallt unmittelbar mit derselben zusammen, während die Sehlag- 
schatten der oberen Basispunkte a^ . . . e^, als die Schnittpunkte 
der Ebene e,fib mit den Lichtstrahlen Laj . , . LGj, auf folgende 
einfache Weise erhalten werden. 

Wir ziehen durch L eine Parallele s zu den Prismenkanten 
nnd bestimmen deren Schnittpunkt A mit der Eigene 6^6» mit Hilfe 
der durch den Träger 69 parallel zu den Prismenkanten gelegten 
Hilfsebeue KH- Denken wir uns nun durch S und durch die 
Prismenkante ee^ eine Ebene gelegt, so wird dieselbe die Ebene 
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eyCh .offenbar in der Geraden eA schneiden. Die Ebene (s, ee^) 
enthält aber auch den Lichtstrahl Le^; der Durchstosspunkt Bs 
des letzteren mit der Ebene e,eb, d. i, der Schlagschatten des 
Punktes e^ auf 6^% muss demnach der Schnittpunkt von Le^ und 
gA sein. 

In gleicher Weise kann man die Schlagscliatten 3;, bs, Cg 
und ds der Punkte a^, b^, Cj, d^ auf die Ebene e,eh konstruieren. 

Hierbei repräsentieren gleichzeitig die Geraden asg . . . ßGs 
die Schlagschatten der Prisraenkanten aa^ , . . eCj auf die Ebene 
e,ebi während Ssbs, bgCs, Csdsi dgCs die Schlagschatten der oberen 
Basiskanten vorstellen. Die Gerade agbs trifft das untere Be- 
grenzungapolygon abcde in dem Punkte p so, daas, wenn man 
von allen gefundenen Schlagschatten die äusserste Umgrenzung 
verzeichnen würde, sich das Polygon aagpcleegdsCgbsba als Schlag- 
schatten des Prisma auf die Ebene 6,60 ergeben würde. 

Auf den ersten Blick ist aber klar, dass gewisse Teile des 
genannten Schlagschattens unwesentlich werden, nachdem einer- 
seits der Schatten teilweise von dem Prisma selbst und anderseits 
aber auch teilweise schon von der Bildebene aufgefangen wird. 

Vor allem ist ersichtlich, dass ein Teil des vorgefundenen 
Sehlagschattens auf die Ebene e,Qh im Inneren der Prismabasis 
liegt; derselbe ist durch das Polygon aaspdpcba dargestellt. Bei 
p übertritt der Schlagschatten auf die innere Fläche des 
Prisma selbst. Um diesen Teil des Schlagschattens zu bestimmen, 
wenden wir wieder die Methode der „Zurückführung" an. 
Man bemerkt nämlich, dass sich die Sehlagschatten agbs und CCs 
der beiden Geraden Bjb^ und CC^ in einein Punkte fg treffen. Der 
durch Ts gezogene Lichtstrahl LPs sehneidet demnach die Kante 
CCj in einem Punkte r's, welcher den Schlagschatten eines ge- 
wissen Punktes r von a^bj auf CC^ repräsentiert; es wird mithin 
die Verbind nngsger ade prä den Schlagschatten der Kante a^b^ auf 
die Seitenfläche cc^d^d darstellen. Da femer der Grenzpunkt bj 
mit seinem Schatten auf die Seitenfläche bb^c^c zusammenfällt, 
so ist Psb^ der Schlagschatten von a^b^ auf die Seitenfläche 
bbjC,C; es wird demnach präbi die Begrenzung des Schlag- 
schattens auf der inneren Prismenfiaehe repräsentieren. 

Ebenso erkennt man aus dem Umstände, dass dei fiuher ge- 
fundene Schlagschatten des Prisma auf die Basisebeue sich bloss 
bis zur Bildflächtrace Bü der letzteren fortsetzen kann, dass der- 
selbe von hier ans auf die Bildebene übergehe. Der jenseits Sa 
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liegende Teil mbsCgdsn des vorgenannten Sehlagschattena kömmt 
mithin gar nicht in Betracht, sondern wird durch den entsprechen- 
den Schlagschatten auf die Bildebene ersetzt. Dieser letz- 
tere kann folgend ermassen bestimmt werden. 

Der Schlagschatten des Punktes d^ auf die Bildebene wird 
durch den Bildflächdurchstosspnnkt des Lichtstrahles Ldj, darge- 
stellt. Zur Bestimmung desselben dient jene Ebene, welche die 
beiden zu einander und zur Bildebene parallelen Geraden LA 
nnd ddj enthält und die Ebene B^Bb in der Geraden id schneidet. 
Nachdem die letztere ihren Bildflächdurchstosspuukt S^ in Gb hat, 
so wird die durch 5^ parallel zu LA geführte Gerade Sids die 
Bildfläehtrace der Hilfsebeue (LA, dd^) darstellen und ihr Schnitt 
mit Ldj den gesuchten Schlagschatten dg repräsentieren. In 
gleicher Weise können auch die Schlagschatten bg und Cs von 
bj und Ci ermittelt worden. Schliesslich erhält man sonach den 
Schlagschatten des Prisma auf die Bildebene in mb'sCsd'sn 
dargestellt. 

§423. 

174. Aufgabe: Auf einem senki-echten Kreiscy linder, dessen 

Ba8is6l)ene senkrecht zur Bildebene steht, ruht koaxial ein 

zweiter, gi'össei'er Botationseylinder auf; cs sind die sich 

ergehenden Schatten zu ermitteln. 

In Fig. 311, Taf. XSV sind die Bildebene vertikal und die zu 
ihr senkrechten Basisebenen der beiden Cjlinderflächen demnach 
horizontal vorausgesetzt. Die Cjlinder haben also vertikale Ei- 
zengenden, die beziehungsweise durch aa^bb^ und CCjdd^ darge- 
stellt seien. Dieselben sind durch vier horizontale Kreise begrenzt, 
welche in ceutralprojektivischer Darstellung als die Ellipsen K, K^, 
K' nnd K', erseheinen. Femer sei V der Fluchtpunkt der Licht- 
strahlen 

Denkt man s ch die samtlicl en Lichtstrahlen orthogonal auf 
die B isisebenen dei Gyhndei pioii/.iert, so erhält man Parallel- 
strahlenb iscl el deien Plncltpunkt v sieb im Schnitte der Flucht- 
trace e, der genannten Basistb neu mit der durch V gezogenen 
vertikalen Geiaden eigilt 

Nel men wir im voibegenden Falle auf die Bildebene, als 
schatten auffangend L Ebene keine Rücksicht, so werden bloss die 
Selbstschatten beider Cjlinder, femer ihre Schlagschatten auf die 
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unterste Basisebene e, e|, und endlich der Schlagschatten des 
oberen Cylinders auf den unteren za konstruieren sein. 

Die Selbstschattengrenzen irgend eines Cylinders sind, 
wie man den früheren allgemeinen Bemerkungen unmittelbar ent- 
nimmt, die Berührungserzeugenden des Cylinders mit den zu 
den Lichtstrahlen parallelen Tangentialebenen. 

Führt man demnach von dem Fluchtpunkte v an den Basis- 
kreis K die Tangente Va, ao repräsentiert dieselbe offenbar den 
Schnitt der Basisebene C^Cb mit einer zu den Lichtstrahlen paral- 
leien Tangentialebene des unteren Cylinders (vergl, Aufgabe 101), 
während die durch den Berührungspunkt a. gehende Cylinder- 
erzengende aß die Berührerzeugende dieser Tangentialebene dar- 
stellt, also die eine Selbstschattenlinie des unteren Cylinders 
bestimmt. (Die zweite Selhstschattenerzeugende oder Trennungs- 
linie zwischen Lieht und Schatten, welche der anderen durch v 
gehenden Tangente des Basiskreises K entspricht, erseheint gedeckt, 
wurde daher nicht konstruiert.) 

In gleicher Weise findet man die sichtbare Selhstschatten- 
erzeugende oder schattenwerfeude Kante des oberen Cylin- 
ders, indem man von v an den Basiskreis K' die Tangente vy, und 
durch deren Berührangspunkt f die Oyliudererzeugende yS zieht. 

Der Schlagschatten der beiden Ojlinder auf die Basisebeue 
e^ißb setzt sieh aus mehreren Teilen zusammen. 

Der untere Basiskreis K fällt mit seinem Schlagschatten un- 
mittelbar zusammen. Die Schlagschatten der beiden Kreise 
K' und K', werden durch die Schnitte der Ebene 2,% mit den 
durch diese Kreise parallel zu den Lichtstrahlen gelegten Cylin- 
dern dargestellt erscheinen, und sich mithin wieder als zwei mit 
den vorgenannten Kreisen K' und K, kongruente Kreise, welche 
centralprojektivisch durch die Ellipsen Ks und K\s dargestellt 
sind, repräsentieren. 

Weiter gehören dem Schlagschatten auf die Ebene e,,ei, auch 
die Schatten der Selbstsehattenerzeugenden ccß und yh 
an, d. s, die Schnitte va und vi der Ebene Bvßb mit den früher 
gefundenen zu den Lichtstrahlen parallelen Cyliudertangential- 
ebenen. Der Schlagschatten auf die Ebene 6,% wird sodann 
durch die äussere Uoigi'enzung a456 , . . aller dieser Teilschatteu 
gebildet. 

Ea erübrigt jetzt nur noch die Bestimmung des Schlagschat- 
tens des oberen Cylinders (der Deckplatte) auf den unteren. 
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Die blosse Anschauung zeigt sciion, class derselbe bloss von 
einem beatimmten Teile des Kreises K' berrShren könne, Besagter 
Schatten wird sich als Schnitt des nutecen Cylinders mit dem 
durch K' parallel zu den Lichtstrahlen gelegten (Licht-) Cyliuder 
ergeben, und kann somit anstandslos in nachstehender Weise kon- 
struiert werden. 

Alle Ebenen, welche zur Lichtstrahlenrichtung und zu den 
Cylinder erzeugenden parallel sind, besitzen offenbar die vertikale 
Gerade Vv zm- Fluchttrace. 

Nehmen wir demnach irgend einen beliebigen Punkt f auf 
dem Kreise K' an, so wird sich dessen Schatten auf dem unteren 
Cylinder wie folgt finden lassen. Wir denken uns durch f jene 
Ebene gelegt, deren Fluchttrace Vv ist, also jene Ebene geführt, 
welche zu den Lichtsti'ahlen sowohl, als auch zu den Gylinder- 
erzeugenden parallel ist. Besagte Ebene wird einerseits den dem 
Punkte f entsprechenden Lichtstrahl Vf enthalten, anderseits aber 
die Ebene der Kreise K' und K, in der Geraden fv schneiden. 
Die letztere Gerade fv trifft ferner den Kreis Kj in dem Punkte e, 
und wird daher oifenbar auch die durch e gezogene Cylinder- 
erzeugende eS der Hilfsebeae (f, Vv) angehören. Der Schnitt- 
punkt 3 von eS mit dem Lichtstrahle fV ist sodann auch der 
Schnittpunkt des letzteren mit dem unteren Cylinder, also der 
Schlagschatten des Punktes f von K' auf den Cylinder C, 

Ermittelt man auf gleiche Weise die Schlagschatten anderer 
Punkte von K' auf den Cylinder C, so wird man durch stetige 
Verbindung der gefundenen Punkte den Schlagschatten 
1 . . 3 . . 2 des oberen Cylinders resp. der Deckplatte C4 auf 
den unteren C erhalten. 

§ 424, 

175. Aufgabe: Es ist d«r Sclilagscliatteii eines liyperlioUselieii 

Parafeoloides auf die BUdebene zu bestiuinieii. 

Der Schlagschatten einer krummen Fläche auf eine Ebene 
ist der Schnitt der letzteren mit dem der Fläche aus der Licht- 
quelle L als Scheitel umschriebenen Kegel (oder Cylinder, wenn 
L nnendlich ferne liegt), 

Ist die Fläche insbesondere windschief, so sind die durch 
die Lichtquelle L und die einzelnen Erzeugenden derselben ge- 
legten Ebenen (Satz, § 343) Tangentialebenen der Fläche, also 
auch Tangentialebenen des uniseln'iebeneu Kegels. 

PePflhkn, FMiB PcrspolüTe. 3Q 
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Die Schnittkurve des letzteren mit der schattenfaugenden 
Ebene ist sodaun die Umhüllnngskurve der Scbnittgeraden 
aller vorgenannten Taugen tialelieuen mit der bezeichneten sehatten- 
fangenden Ebene. Nachdem aber die besagten Sehnittgeraden 
gleichzeitig die Schlagschatten der einzelnen Erzeugenden der 
Fläche vorstellen, so folgt, dass der Sclilagscliatten einer wind- 
schiefen Pläehe auf eine Ebene die Enveloppe der Schlag- 
schatten aller ihrer Erzeugenden ist. 

Diese Eigenschaft lässt sich rait Vorteil bei Lösung der ge- 
stellten Aufgabe verwerten. 

Das hyperbolische Paraboloid sei als Ort der Verbin- 
dungsgeraden entsprechender Punkte zweier ähnlicher Reihen auf 
den beiden sich nicht schneidenden Trägern diVj = V und dgV^ = I" 
[Fig. 312, Taf. XXV] gegeben. (SatK in § 329.) Diese Reihen 
mögen durch zwei Paare entsprechender Punkte a', a"; b', b" be- 
stimmt sein. Weiter stelle V den gemeinschaftlichen Flucbtpunlct 
aller Lichtstrahlen vor. 

Bestimmen wir die Schatten \\ und 1" der beiden Träger I' 
und I" als Bildfläch tracen der durch die letzteren parallel nu den 
Lichtstrahlen gelegten Hüfsebenen hlhj, und hj'hb und ermitteln 
wir auf Ig und li' die Schlagschatten ag, bj; aj', b" der bezüg- 
lichen Punkte a', b' und a", b", so werden [da bei parallelen Licht- 
strahlen der Schlagschatten einer Reihe eine mit dieser ähnliche 
Reihe (§ 166 und § 167) sein muss], die Schlagschatten der bei- 
den ähnlichen Reihen (a'b' . . .) und (a"b" . . .) wieder zwei ähn- 
liche Reihen (asbs . . .) und (asb" . . .) sein, welche durch die 
beidön Paare ag, a"; bg, b" entsprechender Punkte vollständig 
bestimmt sind, und von welchen mit Zugrundelegung der Be- 
ziehung: 

a$ Cs ag Ca 
bs Cs b" c" 
beliebige weitere Paare entsprechender Punkte Cs, c"; ■ - ■ ge- 
funden werden können. 

Da nun irgend zwei entsprechende Punkte c\ und cj' dieser 
Reihen nichts anderes als die Schlagschatten zweier entsprechen- 
den Punkte c'. und c" der ursprünglich gegebenen Reihen sind, 
so repräsentiert die Gerade CgC^' = g^ den Schlagschatten der 
Erzeugeadeu c'c" = ge des Paraboloides, also eine Tangente der 
gesuchten Schlagschattenkurve. Die letztere ist mithin durch 
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jeue Parabel P dargeBtellt, deren Tangenten die Verbiii- 
dungRgeraden entaprecliender Punkte der beiden ähn- 
lichen Reihen (aibsCs ■ - ■) nnd (asbäCs . . .} repräsentieren. 

§425. 
176. Aufgabe: Eine Rotatloiisfläclie yoii becherförmiger Ge- 
stalt (oifeii) ist ccntFalprojclftiTiscli unter der Voraussetzung 
dargestellt, dass ilire_ Achse senltreclit zur Bildclujiie steht; 
es soll der Selilagsehatten der Fläche ins Innere derselben 
und auf die Bildebene konstruiert werden. 

Sei Z -= AD [Fig. 313, Taf. XXV] das Bild der 7.ur Bildebene 
senkrechten Drehachse und IVI das Bild des in der Meridian ebene 
MvNlj, liegenden Meridians. 

Die Kontur der Rotationsfläche besteht aus dem Bilde K des 
obersten (begrenzenden) Parallelkreises nnd einem Teil der En- 
veloppe aller librigen Parallelkreisbilder (welche wie in Aufgabe 129, 
§ 367, konstruiert wurden); ferner stelle V den Fluchtpunkt der 
Lichtstrahlen vor. 

Der Schlagschatten der Rotationsfläche auf die Bild- 
ebene ist der Schnitt der letzteren mit dem der Fläche parallel 
KU den Lichtstrahlen umschriebenen Cylinder, oder mit anderen 
Worten: die Enveloppe der Bildflächtracen aller zu den 
Lichtstrahlen parallelen Tangentialebenen der Fläche. Mit Zu- 
grundelegung der letzteren Eigenschaft kann der verlangte Schlag- 
schatten auf eine besondere Weise konstruiert werden. 

Nehmen wir einen beliebigen Parallelkreis der Rotati onsfiäehe 
an, etwa denjenigen K', welcher zum Mittelpunkt den Punkt 
auf Z hat und durch den Punkt a' des Meridians M geht (wobei, 
wie aus den in § 367 angestellten Betrachtungen bekannt, o'a.' 
parallel zu Mb sein muss). Der Schlagschatten dieses Parallel- 
kreises K' wird, infolge der zur Bildebene parallelen Lage des 
letzteren, wieder ein Kreis KJ sein, dessen Mittelpunkt der Schlag- 
schatten Og von o' ist und welcher durch den Seh lagschatten aj' 
des Punktes a.' gehen muss. 

Nachdem aber die Rotationsfläche längs des Parallelkreises 
K' von einem Rotationskegel berührt wird, gibt es zwei zu den 
Lichtstrahlen parallele Tangentialehenen dieses Kegels, welche 
notwendig auch die Rotationsfläche in zwei bestimmten Punkten 
^ und 1] des Kreises K' berühren müssen. Die Bildflächtracen 
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dieser Ebenen berühren sodanu auch die Bildfläehspui' des um- 
schriebenen Liehtcylindera und ebenso den Schlagschatten Kä des 
Parallelkreises K' in jenen beiden Punkten, welche die Sehlag- 
schatten der vorgenannten Punkte ^ nnd ^ repräsentieren. 

Hieraus folgt aber, dass der Schlagschatten der Rotations- 
fläche den Schlagschatten Ki des Parallel kr ei ses K' in zwei Punkten 
berühren werde. 

Nachdem das Gleiche für jeden anderen Parallelkreis gilt, so 
wird man auf dieselbe Art wie K' resp. Kb gefunden wurde, die 
Schlagschatten einer beliebigen Anzahl von Parallelkreisen K", K'" . . ■ 
konstruieren, und die Schlagschattenkiirve der Rotationsfläche 
als Enveloppe dieser Kreisschatten K's, Ki', K'" . . . erhalten. 

Es erübrigt nun noch die Bestimmung jenes Schattens in 
das Innere der Fläche, welcher vom oberen Parallelkreise 
K herrührt. 

Hierzu können zweckmässig die vorher konstruierten Schlag- 
schatten der einzelnen Parallellcreise benützt werden. So trifft 
beispielsweise der Schlagschatten lOa des Parallelkreises K' den 
Schlagschatten Ka des oberen Parallelkreises K in zwei Punkten 
Pg und Sg. Führt man daher durch Vs den Lichtstrahl rjV, so 
wird derselbe die Kreise K und K' beziehuugsweiae in den Punkten 
p und Ps treffen, wovon der zweite Pa den Schlagschatten des 
ersteren P auf der Innenseite der Rotationsfläche repräsen- 
tiert. Durch beliebige Wahl anderer Parallelkreise an die Stelle 
von K' lassen sich nunmehr durch den gleichen Vorgang und mit 
derselben Leichtigkeit willkürlich viele Punkte des ins Innere der 
Fläche fallenden Schlagschattens ermitteln. 

Der besagte Schlagschatten beginnt offenbar in den beiden 
Punkten m und n des oberen Parallelkreises K, welche die Be- 
rührungspunkte zweier Tangentialebenen der Rotations- 
fläche die zu den Lichtstrahlen parallel sind, vorstellen. 

Um diese Punkte zu erhalten, bestimmt man den Seheitel ö 
des der Rotationsfläche längs des Kreises K umschriebenen Kegels, 
d. i. den Schnittpunkt c der Achse Z mit der Tangente t der 
Meridiankurve M in dem dem bezeichneten Kreise K angehörenden 
Punlcte a, führt sodann die Gerade ffV und bestimmt, indem man 
Oi parallel zu AV zieht, deren Schnittpunkt A mit der Ebene des 
Kreises K. Die Berührungspunkte der von i aus an K gezogenen 
Tangenten liefern bereits die vorher näher bezeichneten Punkte 
in und n. 
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177. Aufgabe: Eiiic hall)« Kugel niM mit ilireni grösstcn 
Kreise auf der Bildehenc; es soll der Sehlagscliatten der- 
selben auf die Bildel)ene, sowie ihr Selbstscliatten kon- 
struiert werden. 

Seien [Fig. 314, Taf. XSV] der ia der Bildebene liegende 
Kagelmitfcelpunkt, K der grösste Kreis der Halbkugel in der Bild- 
ebene, V der Fluchtpunkt der Libhtstralilen un.d (A, C) das Pro- 
jektion s centr um . 

Die Kontur 2 (Ellipse) dieser Kugel wuide (wie in § 377j 
mit Hilfe des Daudelin'scben Satzes gefunden und ebeu diesei 
Satz gestattet auch eine einfache Konstiuktion des bchligschattens 
der Kugel auf die Bildebene. Nachdem namlich dei bezeichnete 
. Satz (wie den Betrachtungen -in § 377 leicht zu entnehmen) nicht 
nur für einen einer Kugel umschriebenen Kegel sondern auch tui 
einen derselben umschriebenen Cylindei gilt und im voiliegmden 
Falle der Schlagschatten der Kugel auf die BiHebene die feuhmtt- 
kurve zweiten Grades der letzteren mit dem der Kugel parallel 
zu den Lichtstrahlen umschriebenen Cylinder ist, so wird mau die 
Brennpunkte der Schlagsehattenkurve ala die Scblag- 
aohatten der Bndpunkte des. zur Bildebene senlcrechten Kugel- 
dur cbmessers erhalten. 

Zur Erreichung dieses Zweckes legen wir durch den Kugel- 
mittelpunkt eine zur Bildebene senkrechte und zu den in V ver- 
schwindenden Lichtstrahlen parallele Ebene e, Bb. Die besagte 
Ebene enthält den zur Bildebene senkrechten Kugeldurehmesser z 
und schneidet die Kugel in einem grössten Kreise. Nach der 
Umlegung um Bn erscheinen z und der genannte grösste Kreis 
beziehungsweise in z^ und Kq =^ K dargestellt. 

Zieht man durch die umgelegten Durchmeaserendpnnkte a',, 
und b\ von z^ parallel zum umgelegten Fluchtstrahle C„V der 
Lichtstrahlen die Geraden a'j,f, und b',,!,, so treffen dieselben die 
Trace Bb bereits in den gesuchten Brennpunkten f^ und f^. 

Führt man ferner parallel zu C^V an K die Tangenten tt« 
und t:., so sehneiden diese die Trace Cb in zwei Punkten A und B der 
zu bestimmenden Sehattenkurve. Selbstverständlich sind durch 
A und B die Scheitel der Brennpnnktaachee f^fa dargestellt. 
Ebenso ergibt sich ohne weiteres auch, dass die zweite Achse 
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der Schatteuellipse durch die GeraiJe a'^b'^ (also doin Krigui 
Durchmesser unmittelbar gleich) dargestellt erscheine. 

Hieraus lässt sich die Ellipse anstandslos konstruieren. Selbst- 
verständlich ist bloss jene Hälfte auAb*^ derselben als Schlag- 
schatten aufzufassen, welche der über der Bildebene liegenden 
Halbkugel entspricht. 

Als Selbstschatten der Kugel ergibt sich die Berührungs- 
kurve des ihr parallel zu den Lichtstrahlen umschriebenen Cylin- 
ders, d. i. jener grosste Kreis, dessen Ebene SvSb senkrecht ku 
den Lichtstrahlen liegt. Die Konstruktion des betreifenden 
Kreisbildes wurde, als aus Früherem bekannt, hier nicht weit-er 
durchgeführt. 

§ 427. 
178. Aufgabe: Ein als offen TOrausgcsetztei" hohler Rotatiaiis- 
togel ist so dai^eatcUt, dass seine Achse zur Bildebene 
senkrecht steht und sein Scheitel in der Bildehene liegt; 
OS soll der $Ghla§:schatteii des Kegels auf seine Inueiifläche 
aod anf die Bildebene konstruiert werden. 

Der in der Bildebene liegende Kegelscheitei sei S [Fig. 315, 
Taf. XSVI]; SA ^^ Z stelle die. Kegelaehse vor, und der aus einem 
beliebigen Punkte von Z als Mittelpunkt gezeichnete Kreis K 
repräsentiere das Bild des zur Bildebene parallelen Begrenzungs- 
kreises des Kegels. Die von S an K gezogenen Tangenten sind 
diesfalls die Konturgeraden des Kegels. Ferner sei V der Flucht- 
punkt der Lichtstrahlen. 

Der Schatten des in der Bildebene liegenden Eegelscheitels S 
fällt selbstverständlich mit diesem selbst zusammen. 

Der Schlagschatten des zur Bildebene parallelen Kreises K 
auf die Bildehene wird selbst wieder als jener Kreis Ka erscheinen, 
dessen Mittelpunkt der Sehlagschatten Os des Punktes ist, und 
welcher durch den Schlagschatten a$ eines beliebigen Punktes a 
(wobei ajOs parallel zu ao ist) von K geht 

Der Schlagschatten des Kegels auf die Bildebene ist zusam- 
mengesetzt aus dem Kreise Kj und aus den Bildflaehtracen der /u 
den Lichtstrahlen parallelen Kegeltang entialebenen Die Tiaoen 
dieser Tangentialebenen gehen einerseits duich S, und anderseits 
müssen dieselben die Schlagschatten aller auf dem Kegel hegenden 
Kurven, also auch den Kreis Kg, berühien, dieselben erscheinen 
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mithin durch die von S aiisgeheDclen Taiigenten T^ und Tj^ des 
Kreises Ks dargestellt. 

Der Schlagschatten des Kegels in das Innere rührt 
von jenem Teile tun des oberen Begrenzungskreises K her, dessen 
Schatten msPs innerhalb der Schlagschatten grenze des 
Kegels auf der Bildebene liegt. Derselbe beginnt somit in den 
Punkten m und n. Weitere Punkte desselben können nach der 
schon mehrfach zur Anwendung gebrachten Zur üek führ ungsme- 
thode des Lichtstrahles konstruiert werden. 

Zieht man nämlich eine beliebige durch S gehende Gerade, 
welche Ks in den beiden Punkten as und Ps schneiden möge, so 
repräsentiert dieselbe den Sehlagschatten einer bestimmten I 
erzeugenden aS resp. pS. Nachdem sich weiter die & " " 
dieser Erzeugenden und des Kreises K in ps decken, so wird der 
durch Ps gehende Lichtstrahl Vps die Erzeugende aS und den 
Kreis K beziehungsweise in den Punkten pä und p in der Weise 
treffen, dass Ps den Schlagschatten von p auf die Erzeugende 
aS in das Innere des Kegels darstellt. Auf Grund derselben Be- 
trachtungen, mittels welchen pä bestimmt wurde, können nun be- 
liebig viele Punkte des verlangten Innenschatte us ermittelt werden. 

§ 428. 
179. Aufgabe: Ein halbes dreiaclisiges Ellipeold ist so dar- 
zustellen, dass die eine Halhachse senkreelt »ur Bildebene 
stelle, also die die Fläche begrenzende Hanptebene mit dem 
in ihr liegenden Aehscnsclinitte eine zur Bildebene parallele 
Lage annehme. Die Fläche wird als offen vorausgesetzt. 
Unter Voraussefcning paralleler Liolitstralilen sind alle vor- 
kommenden Schlag- und Selbstschattcn zu toi^truieren. 

Der in der Bildebene liegende Endpunkt der zur Bildebene 
senkrechten Halbachse sei F [Fig. 316, Taf. XXVI]; AF sei das 
Bild der letzteren und der Fläch enmittelpuukt auf AF. Ferner 
mögen die durch gehenden Geraden AB und CD die beiden 
anderen, selbstverständlich zur Bildebene parallelen Achsen des 
Halbellipsoides, und K das Bild der durch dieselben bestimmten 
und die halbe Fläche begrenzenden Hauptellipse repräsentieren. 
Gleichzeitig denken wir uns die Kontur Cp des EUipsoides 
auf bereits bekannte Art konstruiert. Der Fluchtpunkt der 
Licht-strahlen ist in V gegeben. 
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Naebdera das Halbellipsoid längs der Ellipse K offen gedacht 
wird, so werden sich nachstehende Schatten ergeben. 

a) Der Schtagschatfcea auf die Bildebene, b) der Schlag- 
Hciiatten, welchen ein bestimmter Teil der Ellipse K in das Innere 
der Fläche wirft, und c) der Selbstschafcten der Fläche. 

Der Schlagschatten, den die gegebene Fläche auf 
die Bildebene wirft, ist zusammengesetzt aus dem Sclilag- 
sehätten der Ellipse K nnd aus jenem Teile der Bildflächapur des 
dem Ellipsoide parallel an den Lichtstrahlen umschriebenen Cy- 
linders, welcher dem vorhandenen halben Ellipsoide entspricht. 

Ermittelt man die Schlagschatten Os, As, Bs, Cj, Ds, d. s. die 
Schatten des Fläche umittelpunlst es nnd der Ächsenendpunkte 
A, B, C, D, so wird die über den Achsen AgBs und CsDs beschrie- 
bene, mit K ähnlich liegende Ellipse Kg den Schlagschatten von 
K auf die Bildebene repräsentieren. (Gleichzeitig stellen, wie an 
und für sich klar, AsBs, CsDs und Kj die wahren Grossen von 
AB, CD und K dar.) 

Der Schlagschatten, welcher sich als Bildflächspur des 
dem Ellipsoide umschriebenen Lichtcylinders ergibt, muss, 
wie schon in vorausgeschickten Aufgaben gezeigt wurde, den 
Schlagschatten jeder auf dem Ellipsoide Kegenden Kurve, also 
auch den Schlagschatten Ks der Ellipse K in zwei Punkten be- 
rühren. Bezeichnen wir diesen Schlagschatten kurz mit Cj. 

Der dem Ellipsoide umschriebene Li chtcy linder, also auch 
dessen Bildflächspur Cs ist bekanntlich vom zweiten Grade; die 
Achse desselben ist (wie aus den Betrachtungen in §§ 292 — 294 
folgt) der durch den Flächenmittelpunkt gehende Lichtstrahl. 
Der Mittelpunkt der Schlagschattenkurve Cs ist mithin der 
Schlagschatten Os des letztgenannten Punktes 0. 

Bs wird nun auch leicht sein, zwei konjugierte Durch- 
messer der Kurve Cs zu finden. Zu diesem Zwecke beachten 
wir, dass der dem Ellipsoide längs der aur Bildebene parallelen 
Hauptellipse umschriebene Cylinder zur Bildebene senkrecht steht. 
An diesen Cylinder lassen sieh anstandslos zwei zu den Licht- 
strahlen parallele Tangentialebenen legen. Die Flucht- 
trace Bv dieser Ebenen ist offenbar die Gerade AV, während die 
Schnitte der besagten Ebenen mit der Ebene der Ellipse K die 
zu AV parallelen Tangenten tm und tn sein werden. 

Bestimmt man demnach auf Ks die Schlagschatten nis und 
Hs der Berührungspunkte m und n dieser Tangenten, und 
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zielit diircli ms und ns die zu tm uud t,, panilleleu Taiigeiiteu Tj 
uüd T" von Ks, so werden dieselben bereits die Bildflächtracen 
der vorgenannten Cjliudertaugentialebenen darstellen. 

Nachdem aber die beeeiclmeten Ebenen auch das Ellipsoid in 
m und n berühren, so sind sie anch Tangentialebenen des dem 
Ellipsoide umschriebenen Liohtcylinders; ihre Bildiläch- 
tracen J^^ und T^ werden mithin die Tangenten der Schlag- 
schattenknrve Ca in den Punkten His und % sein. 

Infolge der Parallelität dieser Tangenten ist KIsHs ein Durch- 
messer von Cs, während die durch Os parallel zu. Tu, T^ und AV 
geführte Gerade fib den hierzu konjugierten Durchmesser dar- 
stellt. Um die Endpunkte des letzteren zu bestimmen, betrachten 
wir AV = ej als PInchttrace uud 6], als Bildflächtrace einer Hilfs- 
obene. Diese Hilfaebene ist parallel zu den Lichtstrahlen, senk- 
recht zur Bildebene, und enthält die Halbachse OF des Ellipsoides; 
sie wird daher das Ellipsoid in einer Elhpse U schneiden, deren 
eine Achse OF selbst ist, imd deren andere Achse mit dem in der 
Ebene evGb liegenden Durchmesser ab der Ellipse K zusammenfällt. 

Denken "wir uns an die eben genannte Ellipse U parallel zu 
den Lichtstrahlen eine Tangente gezogen, so wird deren Biidfläch- 
durchstosspuukt in der Trace Bb liegen, und mithin den einen ia 
Bd liegenden Darchmesserendpunkt der Schlagaehatten- 
kurve Cj vorstellen. Um den besagten Punkt zu finden, legen 
wir die Achsen OF und ab um 6), in die Bildebene beziehungs- 
weise nach FOo und a^b;, um und ziehen, indem wir von dem 
über der Achse EoF=:2-OoF beschriebenen Affinkreise k,, der 
umgelegten Ellipse U^ Gebrauch machen, an U^ die zum umge- 
legten Fluchtstrahle CgV der Lichtstrahlen parallele Taugente t^, 
so erhalten wir in deren Schnittpunkt mit Cj, den vorgeuannten 
Durchmessercndpuukt P der Scliattenellipse Cs. 

Führen wir gleichzeitig auch den Berührungspunkt p^ der 
Tangente t^ mit der Ellipse U,, nach p zurück, so repräsentieH p 
den Berührungspunkt des Ellipsoides mit einer zur Licht- 
strahleurichtung parallelen Tangente, 

Die Schlagachattenknrve Cs ist somit durch den Durch- 
messer msHs und den ihm konjugierten Halbdnrchmesser OsP voll- 
ständig bestimmt, und kann hieraus auf bekaJiute Äi-t punktweise 
konstruiert werden, so dass man in PmäOshsfisP den Schlag- 
schatten auf die Bildebene erhält. 
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Der Selbstschiitteo ist jeuer Diainetralscliiiiit dea 
Ellipsoides, welcher die Beriilirungskurve des Lichtcyliuders 
repräsentiert. Den vorhergehenden Konstruktionen gemäss sind 
m, n und p als Beruh ruugspuukte des Ellipsoides mit zu den Licht- 
strahlen parallelen Tangenten und Tangentialebenen bereits drei 
Puukte der geuanuteu Berührunga- oder Selhatachattenkurve. 
Um diese Kurve zu finden, hätte man bloss den Schnitt des 
Ellipsoides mit der durch m, n und p gelegten Durchmesser- 
ebene zu ermitteln. Nachdem jedoch die betreffende Kurve im 
vorliegenden Falle gedeckt erscheint, wurde von der Durchführung 
der eben angegebenen Konstruktion Umgang genommen. 

Da weiter ein Teil üisAsCsiis dea Ellipsenachattens Kg inner- 
halb der Umgrenaung des gesamten Schlagschattens liegt, so wird, 
wie schon in den vorher besprochenen Fällen klar gelegt wurde, 
der diesem Teile entsprechende Teil mACn der Ellipse K seineu 
Schlagschatten in daa Innere des Ellipsoides werfen. 

Dieser Sehlagschatten ist . der geometrische Ort der Schnitt- 
punkte des Ellipsoides mit den durch die einzelnen Punkte von 
mACn gezogenen Lichtstrahlen. Derselbe bildet daher einen Teil 
jener Kurve Ks zweiten Grades, iu welcher {Satz 1, § 299 oder 
§308) der durch K gelegte Lichteylinder das Ellipsoid 
zum zweitenmal schneidet. 

Zur Bestimmung dieser Kurve Kg genügen daher drei ihrer 
Punkte. Zwei derselben sind bereits m und n; ein dritter Punkt 
wird als Schnittpunkt des durch r ^; a gehenden Lichtstrahles 
Va = I mit dem Ellipsoide resp. mit der in e.ei, liegenden Ellipse U 
(mit Hilfe der Umlegung U,, und dea mit U^ affinen Kreises) in r' 
gefunden. 

Um Ks selbst zu finden, hätte man bloss den Schnitt des 
Ellipsoides mit der durch m, n und r' gehenden Ebene zu be- 
stimmen. Nachdem jedoch K und Ks auf demselben Lichtcyliuder 
liegen, ao sind ihre Bilder (Satz 1, § 266) kollinear in bezug auf 
V als Kollineationscenti'um und das Bild mn.^S der Schnütge- 
radcn ihrer Ebenen als Kollineatiousachse; man kann daher K« 
leicht als die mit K koUiueare Kurve ableiten, indem man von 
V, S und dem entap rechenden Punktepaare r, r' (wie in § 192 
gezeigt wurde) Gebrauch macht. 
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Anhang. 

Besondere centralprojektivisclie 
Darstellimgsarten. 

XXIX. Kapitel. 

a) Centralprojektivische Darstellung der Reliefs 
gegebener Originalgebilde. 

§429. 

Äq früherer Stelle {§ 2l7) wurden bereits die iillgemeiiieü 
Eigeuschaften zweier räumlich kolliueareu Gebilde ent- 
wickelt; es erübrigt nun noch einige weitere Betrachtungen daran 
zu knüpfen. 

Stelle C [Fig. 317, Taf. XXVI] das Kollineationaeentrnm, 
CE die Kollineati onsebene zweier räumlieli-kollinearen Systeme 
S und Sj; ferner GE die Gegenebene im Systeme S^, d. i. jene 
Ebene vor, welche kollinear der unendlich fernen Ebene des 
Systems S entspricht. Die Charakteristik der kollinearen Be- 
ziehung ist bekanntlieh (§ 217) durch das konstante Doppelver- 
hältnia (CbBBj) dargestellt, welches irgend zwei einander ent- 
sprechende Punkte B, B^, als Teilpunkte; das Kollin eations- 
centrum C und der Schnittpunkt b des Kollin eationsstrahles CB 
mit der E olline ati onsebene, als Fixpunkte, bilden. 

Dieses Doppelverhältnis kann durch ein einfaches Ver- 
hältnis ausgedrückt werden, wenn man statt eines beliebigen 
Punktepaares ß, B^ den unendlich fernen Punkt V irgend eines 
KoUineationsstrahles und den ihm entsprechenden Punkt Vj der 
Gegenebene GE wählt. Ist diesfalls v der Schnittpunkt des ge- 
nannten . Strahles mit der Kollin eation sebeue , so ist die Charak- 
teristik : 

CV CV, CV, vV, 

fCuVV.") = — -■ -— L = 1 -—i- = - 1 . 
•^^^ ^^ vV ■ vV, ■ vVj CV, 



yGoosle 



— 572 — 

Denken wir uiis' nun in tuen beiden ränmlieli-kolliuearen 
Systemen S nnd S^ irgend zwei einander entsprecliende 
Gebilde, beispielsweise die beiden Tetraeder ABCF und A^B^C^Fi 
[Fig. 317, Taf. SXVI] angenommen. 

Je zwei entsprechende Geraden dieser Tetraeder, wie etwa 
AB nnd AjBj, schneiden die Kollineati onsebene CE in dem näm- 
lichen Punkte d, und je zwei entepreehende Punkte, wie etwa 
B und B^ . , . liegen auf einem und demselbeii (durch C geben- 
den) Kollineationsstrahle. 

Identifiziert man demnach das Kollineationsceutrum C 
mit dem Auge eines Beobachters, so, dass die Kollineationsatrahlen 
die Bedeutung von Sehstrahlen erhalten, so ist einleuchtend, 
dass die beiden Tetraeder ABCF und A^B^CjF^ den gleichen op- 
tischen Eindruck auf dieses Auge hervorbringen werden. 

Berücksichtigt man weiter, dass allen Punkten des Systems S, 
welche hinter der Bildebene liegen, solche Punkte des Systems 
S^ entsprecben, welche sich zwischen den beiden Ebenen CE und 
GE befinden, so ist klar, dass, wenn man eine kleine ,,Charak- 

/ vV, 1 \ 

teristik" letwa >T/ ^^TTT/ ^^Wt, der Raum zwischen CE 

und GE also im Vergleich zum Abstände des Centrums C von der 
Kol 1 in eation scheue sehr klein wird, einem wie immer ausgedehnten 
Gebilde im System S stets ein Gebilde Sj entsprechen wird, wel- 
ches zwischen CE und GE liegt, dessen Dimensionen in der 
Richtung der Kolüneaiions- oder Sehstrahlen verhältnis- 
mässig klein sind. 

Auf Grund dieser Prinzipien werden iu der plastischen 
Kunst die sogenannten „Reliefs" hergestellt, d. s. Skulpturen 
von geringer Tiefe, welche räumliche Objekte von grosser Tiefen- 
ausdebnung möglichst naturgetreu veranschaulichen. 

In Kg. 317, Taf. XSVI repräsentiert also das Tetraeder. 
ABCF das Originalohjekt, während das dem ABCF kollineare 
Tetraeder AjBjC^Fj sein „BeUef" oder seine „ Relief perspeJcHve" 
darstellt. 

Betrachtet man die' Kollin eation s ebene und das K olline atious- 
centrum beziehungsweise gleichzeitig als Bildebene und Projektions- 
centrum, so folgt aus dorn Umstände, dass je zwei entsprechende 
Punkte des Originales und seines Reliefs auf demselben Kolli- 
ueations- oder Projektionsstrahle liegen, dasa weiter diese 
Punkte eine und dieselbe Centralprojektion besitzen und 
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dass ferner, nachdem das lileiiilie von jedem Paare eiitöpreelieii- 
der Paukte gilt, überhaupt zwei einander als Original oud Re- 
lief entsprechende Gebilde, wie beispielsweise die beiden Tetraeder 
ABCF and AjB,C,Fi, eine gemeinschaftliche Centralprojek- 
tion abcf besitzen. 

Irgend eine beliebige Gerade L = AB [Pig. 317, Taf. XXVI] 
und die derselben im Relief entsprechende Gerade Lj =AjBi 
treffen die Kollineationsebene CE in einem nnd demselben 
Punkte d, welcher offenbar zugleich der Durchstosspnnkt der 
gemeinschaftlichen Centralprojektion I ^= ab dieser beiden 
Geraden ist. 

Die Fluchtpunkte der beiden als ,, Original nnd Relief" 
sich entsprechenden Geraden L und Lj hingegen werden nicht 
zusammenfallen; da der dem Originale L entsprechende Fluchtpunkt 
V das Biid jenes Punktes V^ der Geraden Lj repräsentiert, welcher 
dem unendlich fernen Punkte V von L kollinear entspricht, also 
das Büd eines in der Gegenebene GE liegenden Punktes darstellt. 

Um den Fluchtpunkt V^ der Geraden L^ zu erbalten, hat 
man den Schnitt der Bildebene CE, also auch den Schnitt der 
Geraden I mit dem au L^ parallelen Kollineationsstrahle CV-, zu 
bestimmen. Hierbei folgt aus den beiden ähnlichen Dreiecken 
Cvv^ und VjVd, dasst 

vd __^i_ 

sei, dass also zwei einander als Original und Relief ent- 
sprechende Geraden eine gemeinschaftliche Centralpro- 
jektion und einen gemeinschaftlichen Dnrchstosspunkt 
jedoch verschiedene Fluchtpunkte besitzen, nnd dass das Ver- 
hältnis der Abstände dieser Fluchtpunkte vom Dürch- 
stosspunfete stets der Charakteristik der das Relief lie- 
fernden räumlichen Kollineation gleich sei. 

Hiernach ist es höchst einfach, aus der gegebenen Cen- 
tralprojektion eines Originalobjektes die Centralprojektion 
seines Reliefs abzuleiten, sobald das die Charakteristik dar- 
stellende Verhältnis gegeben ist. 

Nehmen wir beispielsweise an, es sei als Original eine Pyra- 
mide S(abcd) [Pig. 318, Taf. XXVI] gegeben, deren Scheitel S 
auf dem Träger Bcp und deren Basis abcd in der Ebene E,Ej, 
liegt. Das Relief dieser Pyramide ist zu bestimmen nnd 
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ceutralprojekti viscli ci am n stellen, wenn rlas Verhältnis 

vA 
— i — die Charakteristik repräsentiert. 

Den Yorausgeschickten Erörterungen gemäss ist S(abcd) 
gleichzeitig auch das Bild der sich als Relief ergebenden Pyra- 
mide; ferner bleiben der Trägerdurchstosspunltt h ond die 
Bildflächtrace Eb, als der Bild- resp. Kollineationsebene 
angehörende -Elemente, ungeändert. An Stelle von cp hingegen 
tritt der Punkt ip', wobei: 

y5 _ v^h_ _ _VA^ 

(p'5 " v',S ■^ v'A 

ist. Stellt femer tpjSj eine beliebige Gerade der Ebene EvEb vor, 

so ist deren Relief <f\?<, ebenfalls durch die Bedingung: 

cp,S, _ Vj5, _ vA_ 

9jSi "" VjS, v'A 

bestimmt. Die neue Pluchttrace ist sodann die zu Eb durch 

(p'j parallel geführte Gerade EJ,. 

Als das Relief der ursprünglich gegebenen Pyramide S(abcd) 
erhalten wir mithin eine zweite Pyramide, welche dasselbe Bild 
S(abcd) besitzt, deren Scheitel jedoch auf dem Träger S9' und 
deren Basis in der Ebene EbEJ liegt. 



XXX. Kapitel. 

b) Centralprojektivische Darstellung auf Grund 
der ,, perspektivischen Massstäbe". 

§ 430. 

Handelt es sich darum, räumliche Gebilde, deren Hanpt^ 
dimensionen sich in drei zu einander senkrechten Riebtungen er- 
strecken, wie es beispielsweise bei technischen Objekten der Fall 
ist, centralprojektivisch darzustellen, so benutzt man häufig 
besondere Konstruktionsmetboden, welche nunmehr den Gegen- 
stand unserer Besprechung bilden sollen. 

Der natürlichen Lage solcher Objekte entsprechend, setzt man 
die Bildebene in der Regel als vertikal voraus, und nimmt 
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das darzustellende Gebilde oder Objekt auf einer horizontalen, 
also zur Bildebene senkreebteu Ebene, welche als „Grundebene" 
bezeiclmet wird, anfruhend an. Ausserdem gilt für gewöhulicli 
die Regel, dasa das darzustellende Objekt (mit Eüekaiclit auf ein 
im Projektionscentram liegendes Auge gesprochen) hinter der 
Bildebene sich befinde. 

Die ein^ Konstruktionsmethode, welche sich im allgemeinen 
nur auf die blosse Darstellung eines Objektes bezieht, beruht 
darauf, die Bilder aller seiner Paukte aus deren Koordinaten 
in bezug auf drei gegenseitig aufeinander stehende Ebenen 
abzuleiten. 

Blierbei wird als eine dieser Ebenen unmittelbar die Bild- 
ebene selbst, als zweite die Orundehene 6uGb [Fig. 319, 
Taf. XXVI] und als dritte Ebene eine sowohl zur Bildebene, als 
auch zur Grondebene senkrechte Ebene VyVb, die sogenannte 
„Vertikalebene" angenommen. 

Als Koordinatenachsen ergeben sich demgemäss: a) Die 
Schnittgerade Gu der Bildebene mit Grundebene, d. i. die „\-Achse" 
oder die „Breitenachse", (Breitenmassstab); b) die Schniti^erade 
der Grundebeue G,Gb "mit der Vertikalebene V,Vb, welche,' als senk- 
recht zur Bildebene, ihreu Fluchtpunkt im Hauptpunkte A hat, 
und als „Y-Achse" oder die „Längenachse" (Längenmassstab) be- 
zeichnet wird, und endlich c) die Schuittgerade V(, der Bildebene 
mit der Vertikalebeue VvVb, welche man die „1-Achse" oder die 
„Höhenachse" (HÖheumassstah) zu nennen pflegt. 

Der den drei Ebenen und ebenso den drei Achsen gemein- 
schaftliche Punkt ist der „Ursprung" des Koordinaten systema. 

Sind nun die drei Koordinaten irgend eines Punktes im 
Baume, d. s. die „Breite" als Abstand des Punktes von der Ver- 
tikalebene VvVb; die „Länge" als Abstand des Punktes von der 
Bildebene und endlieh die „Höhe" als Abstand desselben von der 
Grundebene bekannt, so läsat sich, wie leicht einzusehen, das Bild 
des genaimten Punktes anstandslos konstruieren, wenn man die 
drei Koordinaten desselben auf deu gleichnamigen Achsen auf- 
trägt, und durch die Endpunkte der so abgeschnittenen Strecken 
beziehungsweise zu den vorbezeichneten Koordinatenebenen 
parallele Ebenen führt, oder, mit anderen Worten, zu den be- 
treffenden Koordinatenachsen senkrechte Ebenen legt und 
deren Schnitt anfaucht. Der Schnittpunkt dieser drei Ebe- 
nen ist sndaun das Bild des zu bestimmenden Raumpunktes. 
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Fat man aber eine grössere Anzahl von Punkten auf diese 
Weise zu. bestimmen, so empfielilt es sich, die drei Achsen 
gleichzeitig als Träger dreier Maasstäbe, des „Breiten-", 
„Längen-" und „Höhenmassstabes" zu wählen, d. h. von vorn- 
herein auf diesen Achsen, vom Ursprünge aus, eine dem jeweiligen 
Zwecke entsprechende Längeneinheit wiederholt aufzutragen. 

Nachdem die Breifcenach'ie X ^^ Gb und die Hohenauh^e 
Z:=.Vb in der Bildebene selbst liegen, so eischemt diiselbst die 
ala Längeneinheit gewählte Ila-^set'nheti in ihier uahteti odei 
natürlichen Grösse; es sind also auch die ihnen entspiechenden, 
mit den genannten Achsen zusammenfallenden Massst^be „natui- 
lieh", d. h. die einzelnen Teilpunkte 1, a, 3, 4 , . . derselben 
stehen um die der Längeneinheit gleiche Strecke {in wahrer 

Der Längenmassstab hingegen ist ein ,, perspektivischer 
Massstab"; es werden daher, infolge seiner zur Bildebene 
senkrechten Lage, die Bilder der, einzelnen Teilpunkte um 
so näher aneinander rücken, die der Längeneinheit gleiche 
Strecken also um so kleiner sich darstellen, je weiter diese 
Punkte hinter der Bildebene fortschreiten. 

Die Teilpunktbilder auf dem Längenmassstabe erhält man 
jedoch (§ 62) höchst einfach, indem man die Teilpunkte des 
Breitenmassstabes (oder auch des Höhenmassstabes) von dem in 
der Fluchttrace Gv {Horizontlinie) liegenden Distanzpunkte D [oder 
von dem in der Fluchttrace V, {Vertikallinie) befindlichen Distanz- 
pnnkt Dj] als „Teilungspunkt" der Geraden OA^Y auf diese 
projiziert. 

Nach dieser Vorbereitung bietet die Bildbestimmung 
irgend eines durch seine drei Koordinaten gegebenen Punk- 
tes keinerlei Schwierigkeiten. 

Nehmen wir beispielsweise an, es sei der Punkt 
b = 3; 1 = 5; h = 4, 
wobei b, I, h beziehungsweise die Breite, die Länge imd die 
Höhe des Punktes bezeichnen, darzustellen, so hat man durch 
die bezüglichen Teilpankte a ^ 3, = 5 und ß ^ 4 des Breiten-, 
Längen- und Höhenmassstabes drei Ebenen e^, Q^, e^ zu legen, 
von welchen die erste ej zur Vertikalebene, die zweite e,'^ zur 
Bildebene und die dritte e^ zur Grundebene p-arallel ist, um im 
Schnitte dieser drei Ebenen sofort das perspektivische Bild a des 
gesuchten, durch seine Koordinaten gegebenen Punktes zu erhalten. 
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Die beiden ei^stgeoaunteu Hilfsebeuen e^ and e,^ schneiden 
die Grundebene beziehungsweise in der Geraden aA^A3 niid in 
der durch den Teilpunkt 5 = des Längenmaassfcabes parallel znr 
Grundlinie Ga = X geführten Geraden X'. Diese letztbezeiehneten 
Geraden treffen sieh ihrerseits in einem Punkte a', durch welchen 
die zur Höhenaehse parallele Schnittgerade Z der beiden vor- 
genannten Hilfsebenen e^ und e,' geht. 

Der gesuchte Punkt a liegt sodann im Schnitte der Geraden z 
mit der dritten zur Grundebene parallelen Hilfsebene ej, und kann 
auf mehrfache Weise erhalten werden. 

Die Hilfsebenen e^ und e^ schneiden nämlich die Bildebene 
in den beziehungsweise zur Vertikalachse Vi, = Z und zur Grund- 
linie Gh = X parallelen Geraden a"3 = aa" und a"4 := ßa", 
welche sich ihrerseits in dem Puukte a" treffen. Die durch a" 
senkrecht zur Bildebene geführte Gerade a"A stellt offenbar den 
Schnitt der Hilfsebeuen e^ und e^ vor, schneidet mithin die 
früher gefundene Gerade a'z bereits in dem verlangten Punkte a. 
Oder man sucht den Schnitt Z'ö^oZ' und A4=^ßA der beiden 
Hilfsebenen e,* und e^ mit der Vertikalebene VbVv. Die besagten 
Schnittgeraden treffen sich in dem Punkte a'". Die durch a'" 
! horizontale Gerade a"'a, welche den Schnitt der obge- 
feebenen darstellt, liefert im Schnitte mit Z gleichfalls 
den zu bestimmenden Punkt a. 

Nebenbei sei noch bemerkt, dass, wie übrigens selbstverständ- 
lich, die Höhen- und Breitenkoordinaten eines Punktes in 
gleichen Entfernungen von der Bildebene gleiehmässig ver- 
ändert, hinter der Bildebene also in gleichem Mas'^e verkürzt 
erscheinen. Hat man also beispielsweise m einei bestimmten Fnt 
fernung i hinter der Bildebene eine Bieite b und em gewis&L 
Höhe h ^ b aufzutragen, so wird man duich den Endpunkt v i 
I = Oo eine Parallele X' zu X fiiliren aui diesei die Stieeke b 
mittels der zur Bildebene Senkrechten mÄ ib&ihneiden im Schnitte 
n mit X' die Parallele zu Z ziehen unl auf diesei letzte en diid t 
die Strecke on ^ b = h auftragen, um dtn ^eilang-tcn P mkt d i 
gestellt zu erhalten. 

Sind Punkte eines räumlichen Gelildes laiiustellen deien 
Koordinaten so gross sind, dass mau '■je weder auf dem 
Breitenmassstabe noch auf dem Hohenmass^tabe und daher 
auch nicht direkt auf dem Längei nii ontil l iiffinden lesj 
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iden kann, so sieht man sich veranlasst ¥oii zweckeiit- 
spreehenden Hilfskonstruktionen, die möglichst einfach zum 
Ziele führeo, Gebranch zu naachen. 

Beispielsweise konnte man den folgenden Vorgang wählen. 
Sei etwa der Punkt P [Fig. 319, Taf. XXVI], dessen Dimensionen 

b = 14, 1=^17, h = 18 
siud, unter der Voraussetzung darzustellen, dass die diesen Zahlen 
entsprechenden Teilpunkte des X- und Z- Massstabes nicht mehr 
innerhalb der begrenzten Zeichnungsfläche liegen. 

Da man vom Disianzpunkte D nach dem dennalen nicht voi- 
hantlenen Teilpnnkt 17 des Breitenmassstabes X keinen Strahl 
mehr ziehen kann, so kann offenbar auch der besagte Punkt 17 
auf dem Längenmassstabe nicht direkt aufgefunden werden. 

Behufs seiner Konstrulttion schaltet man daher einen ver- 
kürzten Breitenraassstab, beispielsweise den durch den Punkt 
^= 5 des Längenmassatabes gehenden horizontalen Träger oX' 
ein, und bestimmt auf diesem einen Teilpunkt, welcher der Dif- 
ferenz 17 — 5 = 12 entspricht. Ermittelt man zu diesem Zwecke 
allenfalls den Teilpunkt a' = 3' mittels des Strahles aA, trägt 
hierauf in der Entfernung = 5 hinter der Bildebene das 
Stück Oa'^53' auf X' noch dreimal bis 7t' ^12' ab und pro- 
jiziert man sodanu z' von D aus nach tc auf den Längenmass- 
stab Y, so stellt Otl offenbar die centrale Projektion einer 
Strecke vor, welche 17 Längeneinheiten gleichkömmt. Es wird so- 
nach ti; dem Teil punkte 17 auf dem Längenmassstabe entsprechen. 

Auf der durch tc = 17 parallel zu Gu :^ X gezogenen Geraden 
icp' ist nun die Breite b ^ 14 des zu bestimmenden Punktes im 
Schnitte von Tcp' mit dem von A nach dem Teilpunkte 14 des 
X-Massstabes (Breiten-Masastab) gezogenen Strahle festzustellen. 

Nachdem dies aber im vorliegenden Falle direkt nicht 
möglich ist, bestimmt man beispielsweise auf Tcp' zunächst allen- 
falls den Paukt u = Tj _mit Hilfe des Strahles k"{ = M und 
trägt die Strecke tcu = 17, 7j von u ^ 7^ nochmals bis p' auf, 
wodurch man in irp' die Breite b ^ 14 des darzustellenden Punk- 
tes P in eiuer Entfernung Otc = 17 hinter der Bildfläche erhält. 
Die Centralprojektion p des zu bestimmenden Punktes P 
liegt sodann auf dem durch p' (wobei p' die orthogonale Gruud- 
fläehprojektion des zu ermittelnden resp. dai'zustellendeu R-aum- 
punktes P repräsentiert) vertikal gezogenen Strahle im Abstände 
z" = h = 18 von p'. 
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Behufs dessen Bestimmung führen wir durch iü= IT die ver- 
tikale Gerade z"^tcw und ermitteln auf derselben die Ordiuate 
h^=:Ti:18^, Zu diesem Zwecke suchen wir zunächst die Ordinate 
tcSj^^h:6^ im Schnitte von iza mit dem Höhenstrahle §A^A6 
und finden hierauf durch weiteres zweimaliges Auftragen der be- 
sagten Strecke 7i:5i = tcG^^-^ h nach u den Punkt u^^l8^. 

Die Horizontale durch u und die Vertikale p'p durch p' geführt 
geben sodann in ihrem Schnitte die gesuchte centrale Pro- 
jektion p des Punktes P. 

Diese Andeutungen dürften genügen, um zu zeigen, wie man 
durch zwecken tapreehende Hilfskonstruktionen in bestimmten Fällen 
die Lage jedes beliebigen Punktes im Räume centralprojektivisch 
durch Zuhilfenahme der „perspektivischen Massstäbe" fest- 
stellen könne. 



5XXL Kapitel. 

e) Bestimmung perspektivischer Bilder räum- 
licher G-ebilde, wenn behufs deren Feststellung 
die orthogonalen Projektionen derselben in be- 
zug auf zwei zu einander senkrecht stehende 
Ebenen als gegeben vorliegen. 

§ 431. 

Um die diesbezüglichen Konstruktionen möglichst einfach zu 
nehmen wir die Billdebene Be unmittelbar mit der 

■ünglich gegebenen vertikalen Projektionsebene, die Grund- 
ebene Ge mit der horizontalen Projektionsebene für die orthogo- 
nalen Projektionen zusammenfallend an und beziehen die Lage 
des Projektionscentrums im Räume auf die nämlichen Pro- 
jektionsebenen, in bezug auf welche das räumliche Gebilde durch 
seine orthogonalen Projektionen festgestellt wurde. Den horizon- 
talen Schnitt gg der Bildebene Be (vertikale Projektionsebene) 
mit der Grundebene Ge (horizontale Projektionsebene) wollen wir 
wieder die Grundlinie (Projelctionsachse XX) i 
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§ 432. 
Darstellung und Bestimmung des Punktes. 

Es stelle Be [Fig. 320, Taf. XXVI] die Bildebene, Ge die 
Gnmdebene, C irgend einen Punkt im Räume, (c, c'} dessen ortho- 
gonale Projektionen, das Projektionscentrum (Äuge) im Ranme 
und (A, 0') dessen orthogonale Projektionen in bezng auf die 
nunmehrige Bild- und Grundebene Be und Ge dar. 

Denken wir uns durch eine horizontale Ebene He „die 
Horizontal- oder Horizontsebene" gelegt, welche die Bild- 
ebene Be in einer zur Grundlinie gg parallelen, also horizontalen 
Geraden HH „der Horizontal- oder Horizontslinie" schnei- 
det, so liegt selbstverständlich die oherwähnte Projektion A des 
Centrunia 0, welche man bekanntlich den „Hauptpunkt" oder 
„Augpunkt" zu nennen pflegt, in der horizontalen Geraden HH, 
Ke senkrechte Entfernung AO des Ceutrums von der Bild- 
ebene Be wird, wie ans Früherem bekannt, als „Augdistauz" oder 
kurz als „Distanz" bezeichnet. 

Legt man weiter durch AO die „Vertikalebene" Ve (Kreuz- 
riss- oder Profliebene), so bestimmt dieselbe im Schnitte mit der 
Bildebene Be die durch A gehende „Vertikallinie" VV. Die zu 
Be normale Gerade AO erscheint somit als die Durchs chnittslinie 
der Horizonts- und Vertikalebene. 

Es wird sich nun darum handeln, das Bild (die centrale 
Projektion oder die Perspektive) des Punktes C im Räume mit 
Zuhilfenahme seiner orthogonalen Projektionen (c, c') 
eindeutig zu bestimmen. 

Nachdem wir unter der centralen Projektion eines Punktes 
den Schnitt des durch denselben und durch las C ntium geführten 
Projektionsstrahles S mit der Bildflache Be veistehen bo wiid man 
bloss durch C den Strahl OC = ii zu fühlen und dessen Durch- 
stosspnnkt Cp mit der Bildebene Be aufzusuchen haben um sofort 
das perspektivische Bild oder die Central-Projektion Cp 
des Punktes C zu erhalten. 

Behufs vollkommner Bestimmung von C resp. Cp denlicn wir 
uns durch OC und den Hauptpunkt A eine Ebene COA gelegt. 
Die besagte Ebene wird selbstverständlich senkrecht zur Bildebene 
Be stehen und diese letztere, da die Ebene COA auch die den 
Punkt C orthogonal projizierende Gerade Cc enthalt, in einer Ge- 
j-aden c schneiden, welche durch A sowohl als auch durch c geht. 
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Dort wo Jit! Vorhin duEgsgei'üde Ac (welcte uiclits anderes als die 
Trace der Ebene COA oder die orthogonale Projektion c des Strahles 
2 ;^ OC auf die Bildebene Be repräsentiert) vom Strahle OC ge- 
troffen wird, ergibt sich somit das perspektivische Bild Cp von C. 

Hiernach liegen also der Hauptpunkt A, die vertikale 
oder Bildflächprojektion C des gegebenen Punktes C und 
dessen perspektivisches Bild Cp in einer und derselben 
Geraden. 

Durch die Angabe von Cp allein ist jedoch die Lage des 
Punktes C im Eaimie noch nicht eindeutig bestimmt, da dem 
Bilde Cp noch jeder beliebige auf dem Strahle OCp liegende Punkt 
entsprechen kann. 

Soll der Punkt C im Räume bestimmt sein, d. h. soll mit 
Zugrundelegung seiner perspektivischen Darstellung der Paukt C 
im ttaume jederzeit wieder aufgefunden werden können, so wird 
zum Behufe seiner Fixierung noch ein zweites Bild desselben 
erforderlich sein. 

Abgesehen von der Benützung des ,, Trägers" Ac (nach der 
Methode der allgemeinen Central projektioii) kann zur Erreichung 
des besagten Zweckes sofort passend die orthogonale Projek- 
tion c' des Punlctes C auf eine Horizoutalebene, etwa auf die 
Grundebeue Ge, gewählt werden. 

Denkt man sich nämlich die orthogonale horizontale Projek- 
tion c' des Punktes C gleichsam als einen selbständigen in dei' 
Grundebene liegenden Punkt (dessen zugehörige vertikale Projelc- 
tion Y demgemäss in der Grundlinie g g zu suchen ist), so wird 
mau durch dieselbe Schlussfolge, die uns mittels des Projektions- 
Strahles 0C = 2 zur Kenntnis von Cp führt«, nun auch (indem 
man den Schnitt des Strahles Oc' = S^ mit der Bildebene Be auf- 
sucht) das perspektivische Bild c), des Grundrisses c' finden. 

Man bat anf diese Weise zwei Strahlen OC = S und Oc' =^ Sj, 
deren gemeinschaftliche Grundflächprojektion S'S, durch 
die Gerade O'c'm dargestellt erscheint. 

Während nmi der durch C geführte Projektionastrahl OC im 
Schnitte mit der Bildebene Be das perspektivische Bild Cp 
des Punktes C im Eaume gibt, wird der durch c' gehende Strahl 
Oc' = 2^ das perspektivische Bild cj, des Grundrisses c' 
liefern. 

Selbst verstand Heb werden auch diesfalls die Punkte A. 7 und Cp 
in einer und derselben Geraden Aycji^a' liegen, indem letztere 
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wieder nur die ortliogonale Bildfiächprojektion a' des Strahles 
Oc'^=S^ auf die Bildebene oder, was dasselbe ist, die Eildfläeli- 
trace c' der durch OA uud c' gelegten Ebene OAc' repräsentiert. 

Denkt man sich ferner durch Cc' und das Centrum eine 
Ebene COc' geführt, so wird die Grundflächtrace 0'c'=2\ der- 
selben mit der vorerwähnten geraeinsamen G-rundfläch- Projektion 
S' der beiden Strahlen OC und Oc' zusam men fallen , während 
deren Bildflächtrace Cp Iti cj, durch die Verbindungsgerade der bei- 
den perspektivischen Bilder Cp, Cp und des Punktes m erhalten wird. 

Selbstverständlich muaa die Gerade Cp m c], auf der Grund- 
linie gg senkrecht stehen, da dieselbe den Schnitt der grundfiäch- 
projizierenden Kbene OCc' (in welcher auch die Geraden OCp, 
OCp, O'm und Cc' liegen) mit der Bildebene Be darstellt. 

Es liegen somit das perspektivische Bild Cp eines Punktes 
C im Räume und das Bild Cp seiner Grundflächprojektion 
in einer und derselben zur Grundlinie senkrechten Ge- 
raden. 

Die eben angestellten einfachen Untersuchungen und die hier- 
aus abgeleiteten Resultate bieten bereits die nötigen Behelfe, um 
aus vorliegenden orthogonalen Projektionen eines Punktes 
ohne weiteres die Perspektive desselben ableiten und bei der 
Konstruktion perspektivischer Bilder einen ganz ähnlichen Vor- 
gang beobachten zu können, wie er bei der Bestimmung der 
Durehstosspunkte von Geraden mit den Projektionsebenen in 
orthogonaler Projektion befolgt wird. 

Um die besagte Übereinstimmung vollkommen herzustellen, 
denken wir uns die Grundebene mit allen in ihr liegenden 
Punkten und Geraden um die Grundlinie g g so lange gedreht, 
bis dieselbe in die Bildebene gelangt. Hierbei wird selbstverständ- 
lich die relative Lage der einzelnen Punkte gegeneinander un- 
geändert bleiben und jeder Punkt einen Kreis beschreiben, dessen 
Ebene zur Drehungsachse g g senkrecht steht. Nach vollbrachter 
Drehung erscheint sonach iu Oj, c' in c', und O'c' resp. O'm 
in OjC'i resp, O^lti dargestellt. 

Auf die Zeichnungafläche übergehend seien beziehungs- 
weise C und c' ; b und b' [Fig. 321, Taf. XSVI] die orthogonalen 
Bild- und Grundflächprojektionen der Punkte C und B im Räume. 
Es repräsentieren hiernach Ab imd Ac die vertikalen oder Bild- 
flächprojektionen der zu B und C gehörigen Projektionsstrahlen, 
iu deren Durchstosspunkten mit der Bildebene Be sieh die perspek- 
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tiviscbeD Bilder Cp und bp Yorflndeii müssen, während Aß und Ay 
die BildfläcliprojektioBen der den Punkien b' und c' entsprechen- 
den Projektiousstrahlen ; O^b' und OjC' aber die beiden um die 
Grundlinie gg in die Zeielinungsfläelie niedergelegten Gnindfläcb- 
pcojektionen der bezüglichen centralprojizierenden Strahlen 
(OC, Oc') und (OB, Ob') darstellen. 

Nachdem es sieh jedoch stets nur um den Schnitt der be- 
treffenden Projektionssti-ahlen mit der Bildebene Be handelt, so 
hat man bekanntlich bloss die horizontalen Projektioneii 0^ b' 
und OjC' derselben bis zur Grundlinie gg nach tu und n zu ver- 
längern und in den letztgenannten Punkten die Senkrechten auf 
die Grundlinie gg zu errichten, um sofort in den Schnittpunkten 
dieser letzteren mit den orthogonalen Bildflächprojektionen Ab 
und Ac der bezüglichen Strahlen OB und OC im Baume die per- 
spektivischen Bilder bp und Cp, dagegen im Schnitte der aus 
bp und Cp zu gg gefällten Senkrechten mit den Bildfläehprojek- 
tionen Aß und Ay die perspektivischen Bilder bj, und cj, der 
Grundrisse b' und c' zu erhalten. 

Nach diesen Erläuterungen läuft also, wie bereits oben Lin- 
gedeutet, die Lösung der gestellten Aufgabe einfach darauf hinaus, 
den Schnitt zweier, durch ihre orthogonalen Projektionen (Ab, 
Aß, 0,b') und (Ac, Ay, 0-|C') gegebenen Geraden (OB, Ob') und 
(OC, Oc') mit der Bildebene (vertikale Projektionsebene) zu be- 
stimmen. 

Denken wir uns endlich, zum Zwecke der Vereinfachung des 
Konstruktions Verfahrens, die Horizontalehene He um die Rori- 
zoiitailinie HH in die Bildebene hineingedreht, so gelangt das 
Oentmm [Fig. 320, Taf. XXVI] nach 0^, und es wird offenbar 
auch nach erfolgter ümlegung von Hg die Verbindungslinie 
der drei Punkte Oq, c' und cj, eine Gerade O^c'jC'p gehen, welche 
im Schnitte mit Ay oder beziehungsweise mit Cptn die Perspek- 
tive Cp der Grundflächprojektion c' liefern wird, (Man ver- 
gleiche Satz, § 53.) 

Die eben besprochene Bestimmungsweise von c'p kann auch 
gleichzeitig als Kontrolle für die Richtigkeit der erst angeführten 
Ermittelung des genannten Punktes dienen. 

Bei den eben angestellten Betrachtungen und durchgeführten 
Konstruktionen wurde der darzustellende Punkt vor der Bild- 
ebene angenommen, doch ist es an und für sich klar, dass die 
Schiusafolge ebenso wie auch die Schlnssresultate vollkommen 
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angeändert bleiben, wenn der besagte Punkt hinter der Hild- 
ebene liegt, wie es aus der perspektivischen Darstellung (dp, dp) 
[Fig. 321, Taf. XXVI] des Punktes (d, d') oder D (im Itaunjc) 
deutlich hervorgellt. 

§433. 
Zweite Methode. Zu gleichen Resultaten wird man selbat- 
veratändlieh auch dann gelangen, wenn man die projizierende 
Ebene OACp saint dem in ihr liegenden projizierenden Strahle Cc 
um die Bildfläehtrace A c Cp = ö nach A Cp Oj [Fig. 322, Taf. XXVI] 
in die Bildebene umlegt, wobei A0i=A0 = A0d (gleich der 
Distanz) und cCo=Cc = yc' (gleich der Entfernung des Punktes 
C im Baume von der Bildebene oder gleich der Entfernung yc' 
der Grundflächprojektion c' des Punktes C von der Grundlinie 

gg ist. 

Der Schnittpunkt des umgelegten Projektionsstraliles O^C^ 
[Fig. 322, Taf. XXVI] mit der Bildfläehtrace Ac = ö wird selbst- 
verständlich, da die relative Lage der einzelnen Punkte ungeändert 
blieb, dasselbe perspektivische Bild Cp von C wie vorher lie- 
fern müssen. Die Perspektive cj, der Grundrissprojektion 
kann nun in gleicher Weise, wie an früherer Stelle besprochen 
wurde, in der Senkrechten Cp m zur Grundlinie gg, und zwar im 
Schnitte von Cpffl mit 0|,c' oder auch im Schnitte von Cpin mit 
Ay gefunden werden. 

Das bei A rechtwinklige Dreieck ACpO pflegt man auch 
das „FrojelUiansdreieck" zu heissen. 

Bei genauerer Betrachtung ist gleichzeitig ersichtlich, dass 
verschiedenen Lagen des darzustellenden Punktes im Räume 
auch ebenso verschiedene Lagen des Projektionsdreioekes 
entsprechen werden, dass jedoch, solange die Distanz AO dieselbe 
bleibt, der Scheitel des bezeichneten Dreieckes stets in der 
Peripherie eines Kreises zu suchen sein wird, dessen Halb- 
messer der Distanz AO gleich ist. 

§434. 

Nachdem jedoch, wenn die Anzahl der darzustellenden Punkte 

eine grössere ist und man fiir jeden derselben die gleichen eben 

angedeuteten Operationen durchführen sollte, die Arbeit, abgesehen 

von den sieb häufenden Konstruktiouslinien, eine eintönige und 
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langwierige würde, dürfte es geboten erscheinen, ein aligelciirz- 
tes IConstruktionsverfaliren festzustellen resp. anfziifinden. 

Letzteres ist höchst einfach zu erzielen, wenn man nicht 
vom wirkliehen, für jeden einzelneu Punkt sich auf die ange- 
deutete Weise ergebenden rechtwinkligen Projektionsdreiecke 
Gebrauch macht, sondern für alle perspektivisch darzustellenden 
Punkte eines Gebildes allenfalls sofort das umgelegte Centrum 0« 
benutzt und hiermit ein sogenanntes „verändertes Projektions- 
dreieck" einführt. 

Statt nämlich das Dreieck CpOA [Fig. 320, Taf. XSVI] um 
die Bildflächprojektion ACp des centralprojizierenden Strahles OC 
in die Bildebene Be (Zeichuuugsfläche) umzulegen, statt also ACp 
als Drehungsachse für das besagte Dreieck zu betrachten, denken 
wir uns die Distanz AO und parallel zu dieser auch gleichzeitig 
den orthogonal-bildflächprojizierenden Strahl Cc des Punktes C (bei 
unveränderter Länge der Strecken AO und Cc = c''/ ;^= "^c'^) in 
irgend eine beliebige zweckmässige Lage in die Bildebene Bg 
gebracht, und die so erhaltenen jeweiligen Endpunkte On und Cq, 
Ol und c„ O3 und Cg . . . [Fig. 323, Taf. SXVII] geradlinig ver- 
bunden. Durch diese Geraden OoC^, . . . O3C3 . . . wird offenbar 
die unverändert gebliebene Bildfläehprojektion Accp = 5 dos 
Strahles OC stets in dem nämlichen Punkte Cp, d. i. dem per- 
spektivischen Bilde von C, getroffen werden müssen. 

Hierauf gestützt, wird man in der Folge die Verzeichnung 
des jedem einzelnen Punkte entsprechenden Projektionsdreieckes 
umgehen und für das in die Bildebene umgelegte Centruni jeden 
beliebig gewählten Punkt in jenem Kreise Dk annehmen 
können, dessen Radius R der Distanz tl gleich ist. Besagter 
Ki'eis wird, wie aus Früherem bekannt, als ,, Distanzkreis" be- 
zeichnet. 

Der Distanzkreis ist als der Basiskreis eines geraden Kreis- 
kegels zu betrachten, dessen Radius gleich der Höhe des Kegels 
und gleich der Distanz d ist. Selbstverständlich muss bei einer 
einmal getrotfeuen Wahl des Punktes [Fig. 323, Taf. XXVII] 
die jeweilig orthogonal projizierende Gerade Cc des perspektivisch 
darzustellenden Punktes C resp. (c, c') stets in eine zu der Ver- 
bindungsgeraden von A mit dem angenommenen Punkte pa- 
rallele Lage gebracht und dieser Parallelen eine Länge gegeben 
werden, welche der Entfernung des entsprechenden Punktes von 
der Bildebene oder, was dasselbe ist, dem Abstände yc' der Gruncl- 
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fläüliprojektion c' des Puiittes {c, c') von der Gruudliuie gg gleieli- 
kömnit, um das verlangte perspelctivische Bild Cp richtig be- 
stimmt zu erhalten 

Um mit der moghelist gelingen Zahl von Konstruktionelinien 
(Jas gewünschte Resultat zu eneicben, wird man daher Kweck- 
inässig unmittelbar erneu dei m der Horizont- oder Vertikal- 
linie liegenden Üistanzpunkte D als das in die Bildebene umgelegte 
Centruni benützen, auf den duieh die orthogonalen Bildflaehpro- 
jektionen C, b, e dei gegebenen Punkte C, B, E . . . parallel 

zur Bildebene gezogenen Geiaden die Abstände dieser Punkte von 
der Bildebene auftidgeu, und die so bestimmten Grenzpunkte mit 
dem gewählten Distanzpunkte geradlinig verbinden, um im Schnitte 
mit der Bildebene, lesp mit den zugehörigen orthogonalen Bild- 
flächprojektionen Ac, Ab, Ae, . . . dei Projektionsstrahlen die ent- 
Nprechenden perspektivischen Bilder Cp, bj, Cp . . . zu finden. 

Nach diesen Äuseiaandersetaungen ist ferner klar geworden, 
dass, so wie jede beliebige Lage 0^, 0^, 0^, O3, D . . . [Fig. 322, 
Taf. XXVI und Fig. 323, Taf. XXVII] im Distanzkreis D^ an- 
nehmen kann, auch c eine ähnliche Lage Cq, Cj, c^, C^, c . . . in 
der Peripherie eines Kreises k einnehmen werde, oder wenn 
mehrere Punkte c, b, e, . . . gegeben wären, c^ . . ., bj , . ., e^ . . , 
in den Peripherien von Kreisen k, k^, k2 . . . liegen werden, deren 
Mittelpunkte beziehungsweise C, b, e, . . ., ... sind, deren jewei- 
lige Halbmesser cc^ . . ., bbj . . ., ee^ . , ., ... ihrer Grösse nach 
der Entfernung der Punkte von der Bildebene Be (Entfernung der 
orthogonalen Grund flächprojektion der einzelnen Punkte von der 
Grundlinie) gleichkommen und die ihrer Richtung nach mit jener 
der gewählten umgelegten Distanz AOo, AOi, ... AD überein- 
stimmen. 

Die auf diese Weise ermittelten Punkte Cj . . ., b^ , . ., Bj . . ., 
mit dem jeweiligen Standpunkte des Centrums 0^ . . . verbunden, 
bestimmen jene Strahlen, deren Durchschnitte mit Ac, Ab, Ae,.., 
resp, mit der Bildebene Be, die perspektivischen Bilder von B, C, E . . . 
im Baume lieferten. 

Die Perspektiven c],, bp, ej, . . , des Grundrisses der ein- 
zelnen Punkte wird man, auf das an früherer Stelle ausführlich 
Besprochene gestützt, nunmehr anstandslos bestimmen können. 

Liegt der Punkt (I, f) [Fig. 324, Taf. XXVII] hinter der 
Bildebene Bg, so bleibt das eben besprochene allgemeine Ver- 
fahren selbst verstand lieh gauz und gar unverändert, nur hat man, 
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wenn vom Projektiousdreiecbe Gebrauch geranclii wird, die Ent- 
fernung Ff = oi' des Pimktes (I, i') von der Bildebüue Be (als in 
bezng auf das Centnim und die Bildebene Be entgegengesetzt 
gelegen), auch in entgegengesetztem Sinne von auf die 
zu AO parallele Gerade (also beziehungsweise, je nacbdem 
Oj, 0^, Og, O3 . . . als das umgelegte Centrum benützt wird, von 
i nach fi, fg, fa . . .) aufzutragen. Um die verlangte Perspek- 
tive fp des Punktes {f, f) ^= F zu erhalten, wird man wieder die 
Punkte f^, f^, fg . . . beziehungsweise mit Oq, O3, O3 . . . oder 
D . . . zu verbinden und mit der Biklflächtrace Af = <! der Ebene 
AOf /um Schnitte au bringen haben. 

§435. 

Dritte Methode, a) Noch einfacher gestaltet sich die Lö- 
sung des Problemes ,,aus den gegebenen orthogonalen Pro- 
jektionen die centralen Projektionen (Perspektiven) abzu- 
leiten", wenn man die ursprüngliche horizontale Projektionsebene 
(Gi'undebene) direkt mit der durch das Projektiouscentrnm ge- 
führten horizontalen Ebene, d, i. mit der Horizontalebene He 
zusammenfallend annimmt. 

Der allgemeine Vorgang erleidet durch diese Annahme selbst- 
verständlich keinerlei Beeinträchtigung, nur vermindert sich die 
Zahl der Konstrnktions- und Hilfslinien, und wird somit die Ge- 
samtdurchführung eine elegantere Gestalt annehmen. Ist nämlich, 
so wie in den vorhergehenden Fällen, Be [Fig. 325, Taf. XXVIl] 
die Bildeliene, (00') das Centrnm, C der gegebene Punkt im 
Räume ; stellt weiter die Hoiizontalebene He gleichzeitig die Grund- 
ebene und die Horizontallinie HH = gg die Grundlinie vor, so 
wird, unter Berufung auf die vorausgeschickten Betrachtungen, 
der Punkt mit seiner Grundfläehprojektion 0' zusammenfaUeu, 
0C = 2 den centralprojizierenden Strahl des Punktes C, 0'c' = S' 
dessen Gruudflächprojektion und Ac =^ c dessen Bildflächprojektiou 
darstellen; femer wird O'm^O'cJi^S' den centralprojizierenden 
Strahl des Punktes c' und gleichzeitig seine Grand flächprojettion, 
dagegen ACp oder Ay =^ a" dessen Bildflächprojektion repräsentieren 
nnd hiei-naeh das perspektivische Bild von C in Cp, das per- 
spektivische Bild des Grundrisses C* hingegen in Cp erbalten 
werden. 

Durch Drehung, beziehungsweise Umlegung der Horizontal- 
ebene (Grundebene) in die Bildebene, gelangen wir zu ganz den- 
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selben Resultaten, wie sie bereits ausfiihrlicli in eleu vorher- 
gegangenen Untersuclitingen erörtert und festgestellt wurden, 
b) Mit ZuhilfenLihme des Pi-ojektiousdreieckes. 

Denkt man sich die projizierende Ebene COA, des rechtwinkligen 
Dreieckes CpOA [Fig. 325, Taf. XXVII] um die zugehörige Bildflach- 
traco ACp = <3 (orthogonale Bildflächprojektion des Strahles ^) mit 
der in der genannten Ebene liegenden orthogonal-bildflächprojizie- 
renden Geraden Cc in die Bildebene heziehnngsweise nach Ac^OJ 
und co; [Fig. 325 n. 32G, Taf. XXVIT] umgelegt und OJ mit cj 
geradlinig verbunden, so wird sich im Schnitte des umgelegten 
Projektionsstrahles OJcJCp mit der Bildebene und der Trace ö ^ Ac 
sofort die centrale Projektion Cp (Perspektive) und in der 
Senkrechten C^m = CpC], zur Grundlinie HH = gg im Schnitte mit 
der letzteren die Perspektive Cp der Grundflächprojektioii 
ergeben. 

Aus gleichen Gründen, wie an früherer Stelle nachgewiesen 
wurde, wird auch dann keine Störung in der Schlussfolge und in 
den sich ergebenden Resultaten eintreten, wenn man statt vom 
wirklichen Projektiona drei ecke CpOA von dem veränderten 
Projektionsdreiecke Gebrauch macht. 

Selbstverständlich kaun auch diesfalls jeder beliebige Punkt 
des Distanzkreises Dk (Fig- 327, Taf. XXVII) als das in die 
Bildebene umgelegte Auge oder Centrum C (in Überein- 
stimmung mit der im allgemeinen Teile des vorliegenden Werkes 
angenommenen Bezeichnung, wollen wir das Projektiouscen- 
truui (statt wie hier mit 0) wieder durchweg mit C bezeichnen) 
angesehen werden. 

Wie in § 434 auseinandergesetzt wurde, wird auch hier die 
orthogonal -bildflächprojizierendo Gerade Bb des Punktes B (im 
Räume) durch eine Gerade dargestellt werden, welche durch die 
jeweilige ßildflächprojektion b des gegebenen Punktes B gebt, pa- 
rallel zur Verbind ungsgeraden CA des Hauptpunktes A mit dem 
beliebig in Du gewählten Punkte C läuft, und eine Länge besitzt, 
die der Entfernung Bb des Punktes B von der Bildebene oder, 
was dasselbe ist, dem Abstände b'ß der orthogonalen Grundfläch- 
projektion b' von der Grundlinie gg gleichkommt. Zweckmässiger- 
weise wird man jedoch im allgemeinen stets das um die Vertikal- 
oder Horizoutallinie umgelegte Ceutrum C direld benützen. 

Liegt der Punkt F = (f,f) hinter der Bildebene [Fig. 327, 
Taf. XXVII], so wird wieder bloss, nachdem das umgelegte Cen- 
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trum C in Dk zweckeutspreclieini gewählt ist, die ortiiogonal-bikl- 
fläcli projizierende Geratle Ff des betreffenden Puuktes nach ent- 
gegengesetzter Eichtung von AC und parallel zu AC zu fuhren, 
auf derselben eine Strecke ff, ^^Ff^cpf aufzutragen und C mit 
fj geradlinig zu verbinden sein, um im Durch atoss punkte fp von 
Cfj mit der Bildebene oder, was dasselbe ist, im Schnitte von Cf^ 
mit der Bildflächtrace 3 = Af der entsprechenden projizierenden 
Ebene das perspektivische Bild fp von F im Räume, und im 
Schnitte der Senkrechten fp}A mit der Grundlinie HH = gg die 
Perspektive fj der Grundfläeiiprojektion f bestimmt zu er- 
halten. 

§436. 

Perspektlvlsclie Darstellung der Geraden, wenn als Bestiiu- 

mungsstückc derselben die oi-tliogonnlen Projektionen ;iuf 

zwei zu einander senkrechten Ebenen vorliegen. 

Ist die Gerade BC durcb ihre orthogonalen Projektionen (bc, 
b'c') [Fig. 328, Taf. SXVII] gegeben, so wird es, da eine Gerade 
durch zwei ihrer Punkte vollkommen bestimmt ist, genügeo, die 
perspektivischen Bilder von zwei Punkten B uud C der Geraden 
zu ermitteln, um sodann durch die geradlinige Verbinduug der 
Perspektiven bp und Cp der Punkte ß und C {im Räume) die Per- 
spektive bpCp der Geraden, und durch bpCj, die Perspektive 
der Grundflächprojektion der Geraden BC (im Räume) dar- 
gestellt zu erhalten, 

Dass es gleichgültig ist, welcher der vorher angeführten Me- 
thoden man sich zur perspektivischen Bestimmung der einzelnen 
Punkte bedient, bedarf keiner besonderen Erklärung. 

§ 437. 
Spezielle Lagen von Geraden. 

a) Die Gerade (bc, b'c') [Fig. 32Ö, Taf. XXVII) liegt in der 
Grundebene und steht senkrecht zur Bildebene. 

Diesfalls fällt die Perspektive Cpbp mit der Perspektive CpbJ, 
der Grundilächprojektion zusammen, und wird die besagte Gerade 
(bpGp, bpCp), wenn das hier durch direkte Konstruktion erhaltene 
Resultat mit einem früher (§ 6) gefundenen in Verbindung ge- 
bj^acht wii-d, im TrTauptpuukte A verschwinden. 
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Ähnliclies gilt selbstverstäudlicli von Geraden (fh, f'h') 
[Fig. 330, Taf. XXVIl], die auf der Bildebene senkrecht 
stellen und folglich zur Urundebene parallel laufen. 

Diesfalls weriJen «war die Perspeldive hpfp und die Perspek- 
tive lipfp des Grundrisses nicht mehr in eine und dieselbe Ge- 
rade fallen, beide perspektivischen Bilder werden aber im 
Hauptpunkte A verscliwinden. 

b) Liegt eine Gerade (de, d'e') [Fig. 331, Taf XSVII] in 
der Grundebene selbst oder ist eine Gerade (kl, k'l') parallel 
zur Ctruadebene, so werden im ersteren Falle die Perspektive 
dpBp und die Perspektive dpCp der Grundfläehprojektion in eine 
und dieselbe Gerade fallen, deren Lage selbstverständlich von 
der Neigung der gegebenen Geraden (de, d'e') gegen die Bildebene 
* ist; im zweiten Falle dagegen wird ein Zusammen f allem 
? Perspektive kp Ip mit der Perspektive k], Ip der Grundfläehpro- 
jektion zwar nicht mehr eintreten, aber in beiden Fällen werden 
sich die bezüglichen Perspektiven mit den zugehörigen Perspek- 
tiven der Grundflächprojektionen (hinreichend verlängert) in einem 
und demselben Punkte der Horizoutalliuie HH, d. i. in ihrem ge- 
meinsaineu Fluchtpunkte, begegnen. 

Sind überdies die beiden Geraden (kl, k'l') und (de, d'e') 
[Fig. 331, Taf. SSVTl] zu einander parallel, so werden, nach 
einer früher (§ 5 und 6) gefundenen Eigenschaft, deren Flueht- 
oder Verschwindungspunkte in dem nämlichen Punkte der 
Horizontallinie HH zu suchen sein. 

Zu gleichem Resultate wäre man natürlich auch unmittel- 
bar gekommen, wenn mau direkt durch das Centrum (C, A) 
parallel zu den gegebenen Geraden (de, d'e'), (kl, k'l') Projek- 
tionsstrahlen geführt und ihre Durchstosspunkte mit der 
Bildebene Be gesucht hätte. 

Ein spezieller Fall horizontaler oder zur Grundebene pa- 
ralleler Geraden wäre überdies noch jener, in welchem die 
besi^te horizontale Gerade mit der Bildebene einen Winkel 
von 45° einschliesst. 

Dies vorausgesetzt, werden sich die Perspektive und Per- 
spektive der Grundfläehprojektion einer solchen Geraden in 
einem Punkte (v, v') der Horizontallinie HH treffen, welcher 
vom Hauptpunkte A m einei der Distanz AC ^ d gleichen Ent- 
fernirag liegt, al«o lu einem Punkte (v, v'), welcher mit einem 
,,Distanzpuakti," zusammen fällt. 
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c) Ist eine Gerade (ed, e'd') [Fig. 332, T:if. XXVllJ senk- 
recht zur Grundebene und eine zweite (bc, b'c') parallel zur 
Grundlinie, so wird im ersteren Falle die Perspektive Cpdp als 
eine zu ihrer orthogonalen Bildflächprojektion parallele Gerade, 
die Perspektive epdj, i3er Grundflächprojektion aber als ein Punkt 
erscheinen; im zweiten Falle dagegen wird sich die f>erspektive 
bpCp als eine zur Perspektive bpCp der Grundflächprojektion 
parallele Gerade darstellen, die beide gleichzeitig auch zn den 
untereinander parallelen orthogonalen Projektionen der gegebenen 
Geraden parallel laufen. Die Richtungen der Perspektiven stim- 
men also mit jenen der GerajJen im Räume überein. 

d) Liegt eine Gerade in der Bildebene oder ist sie bloss 
zur Bildebene parallel, so ist im ersteren Falle die Gerade ihr 
eigenes Bild, während die Perspektive ihrer Gruudüächprojektion 
in der Grundlinie liegt; im zweiten Falle dagegen ist das per- 
spektivische Bild parallel zur gegebenen Geraden im 
Räume und parallel zu ihrer orthogonalen Bildfläehprojektiou, die 
Perspektive ihrer Grundfläehprojektion ist parallel zur 
Grundlinie. 

e) Liegt endlich die Gerade in der Grundlinie, so fällt 
ihre Perspektive mit der Perspektive ihrer Grundflächprojektion 
und mit der gegebeneu Geraden j 



§ 438. 

Um die Übereinatimmung der soeben gefundenen Resultate 
mit jenen der „freien Perspektive" darzuthun und den Weg an- 
zubahnen, der uns die Überführung der Bestimmungsweise 
des Punktes, der Geraden u. s. w. „durch die Perspektive und 
die Perspektive der augehörigen Grundfläehprojektion" 
auf jene ermöglichen aoll, wo beispielsweise die „Gerade" durch 
die Angabe ihres ,,DurchstoBapunktea und Fluchtpunktes" 
als gegeben vorliegt, uud weiter auch die Möglichkeit bieten soll, 
auf höchst einfache Weise aus der Perspektive einer Geraden 
u. s. w. die orthogonalen Projektionen derselben, und um- 
gekehrt, sofort abzuleiten, um also kurz gesagt den „Zwammen- 
hang der angeführten Projeldionsinethoden herzustellen", heben wir 
zuiuiehst den [unter b) S. 437] bereits besprochenen speziellen Fall 
hervor, in welchem eine horizontale durch ihre orthogonalen 
Projektionen bestimmte Gerade als gegeben vorliegt. 
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Sind (Cb, c'b') [Fig. 333, Taf. XXVU] die orthogonalen Pro- 
jektionen einer Geraden CB (im Räume), ist ferner C das um die 
Horizontallinie HH in die Bildebene niedergelegte Centrnm, A dessen 
orthogonale Bildflächprojektion (Hauptpunkt), und soll das per- 
spektivische Bild der Geraden {cb, c'b') nach den beiden ge- 
nannten Methoden bestimmt, resji. die eine Bestimmnngsart 
dnrch die andere ersetzt werden, so kann, nachdem man 
allenfalls zunächst die Perspektive Cp bp und die Perspektive c'p bj 
der Grund fläch Projektion ermittelt bat, durch die nachstehende 
höchst einfache Betrachtung das verlangte Ziel erreicht werden. 

Bringen wir in Erinnerung, dass parallelen Geraden, anf 
dieselben Projektionsebenen bezogen, parallele Projek- 
tionen entsprechen, und dass wir unter dem Fluchtpunkte 
einer Geraden den Durehstosspnnkt des durch das Cen- 
trum C parallel zu dieser Geraden geführten Strahles (Flucht- 
oder Parallelstrahl) mit der Bildebene oder mit anderen Worten: 
das Bild des unendlich fernen Punktes der Geraden verstehen, so 
werden offenbar dem durch das Centrum parallel zu CB geführten 
Strahle Projektionen entsprechen, die beziehungsweise durch die 
gleichfalls orthogonalen Projektionen C nnd A des Cen- 
trams auf die Horizontal- und Bildebene gehen und zu den 
betreffenden Projektionen b' c' und b c der Geraden auf die näm- 
lichen Ebenen bezogen, parallel laufen. 

Denken wir uns demgemäss durch C [Fig. 333, Taf. XXVII], 
als der orthogonalen Projektion des Centrums auf die 
Horizontalebene, in der letztgenannten Ebene eine Gerade Cv' 
parallel zu c' b' gezogen und durch A, als der Projektion des 
Centrums auf die Bildebene, eine Parallele Av zu cb ge- 
führt, so wird die besagte Parallele (Cv', Av) den der Geraden 
(cb, c'b') oder CB (im Räume) entsprechenden Parallel- oder 
Fluebtstrahl (I, f) darstellen. 

Weiter repräsentiert aber Av'^f auch den Pluchtstrahl der 
Bildflächprojektion Yß des Grundrisses c'b'. Dort, wo nun die 
Bildfläehprojektion f = Av' des der Bildflächprojektion yß des 
Grundrisses c* b' entsprechenden Fluchtstrahles von der zugehöri- 
gen Grundflächprojektion l'^Cv' des Fluchtstrahles getroffen 
wird, ergibt sieh offenbar der Schnittpunkt des dem Grundrisse 
c" b' entsprechenden Parallel- odei" Fluchtstrahles mit der Bild- 
ebene, also mit anderen Worten : die Perspektive v' der Grund- 
fläehprojektion des Fluchtpunktes der Geraden. 
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Nachdem fevner die Perspektive eines Punktes und die der Per- 
spektive der Grundöächprojektion des nämlichen Punktes in einer 
und derselben znr Grnnd- oder Horizontslinie Senkrechten liegen, 
die besagte Perspektive v aber auch in der Bildfläch projektion Av 
des der Bildfläch projektion cb entsprechenden Fl achtstrahl es I zu 
suchen ist, so wird das perspektivische Bild v, (da der letztge- 
nannte Fluchtstrahl Av diesfalls mit der Horizontslinie HH und 
mit Av' in eine und dieselbe Gerade fällt) mit v' zusammenfallen. 

Es wird sonach (v, v') die Perspektive und die Perspek- 
tive der Grundfläch projektion des Fluchtpunktes der 
horizontalen Geraden (c b, c' b') darstellen oder mit anderen 
Worten : 

„Die Perspektive und die Perspektive der Grund- 
fläehprojektion einer horizontalen Geraden treffen sieh 
in einem und demselben Punkte {v, v') der Horizonts- 
linie" oder auch; 

„Die Plnchtpunkte horizontaler Geraden liegen in 
der Horizontslinje"; ein Resultat, welches mit dem bereits 
anderweitig gefundenen in voller Übereinstimmung ist. 

Behufs der perspektivischen oder centralprojektivisehen 
Bestimmung der gegebenen Geraden (cb, c' b') [Figur 333, 
Taf, SXVII] wird aber, wie bekannt, ausser der Angabe des 
Fluchtpunktes (v, v') der Geraden noch ein zweiter Punkt der- 
selben, als welchen man zweckmässig den Durchstosspunkt 
der Geraden mit der Bildebene wählt, bestimmt werden 



Der besi^te Durchstosspunkt (d, d') kann auch aus den vor- 
liegenden orthogonalen Projektionen (cb, c" b") sofort ermittelt 
werden, und werden dessen Perspektive und Perspektive 
der Grundflächprojektion, als die Bilder eines Punktes der 
Bildebene, beziehungsweise mit d und d' d.i. mit der orthogonalen 
Bildfläch- und Grundflächprojektion des Punktes zusammenfallen. 

Es ergibt sich sonach in der Verbindungslinie von v mit d 
die Perspektive (das Bild) vd, und von v' mit d' die Perspektive 
v" d' der Gnindfläch projektion (oder das Bild des Grundrisses) der 
hinter die Bildebene ins Unendliche sich erstreckenden 
Geraden. 

Ist die Gerade (cb, c" b') begrenzt, so können die Perspek- 
tiven Cp und bp der Grenzpunkte (c, c') und (b, b') unmittelbar 
durch die orthogonalen Bildflächprojektioneu Ac und Ab der den 
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betreiferden Punltten entspreclienden Projektionsstrahlen bestimmt, 
und aus diesen die Perspektiven Cp und b], der Grundfläcb Projek- 
tionen ohne weiteres abgeleitet werden. 



Hat die durch ihre Orthogonalen Projektionen gegebene Ge- 
rade ii^end eine ganz allgemeine Lage im Räume, und soll 
ans der orthogonalen Projektion die Centralprojektion, 
(Perspektive) dnrch die üblichen Bestimmungastücke einer Geraden 
d. i. durch die Angabe des Flucht- und Durcbstosspunktes 
derselben, oder beziehungsweise durch Peststellung der Per- 
spektive und der Perspektive ihrer Grundflächprojektion, 
abgeleitet werden, so unterliegt es nunmehr auch keinen weitern 
Schwierigkeiten der jeweilig gestellten Bedingung zu entsprechen, 
d. i. aus der einen Bestimmnngsweise auf die andere zu über- 
gehen, resp. aus der Perspektive einer Geraden die orthogo- 
nalen Projektionen derselben zu entwickeln. 

Sind also (ob, c'b'), [Fig. 334, Taf. XSVIII]. die orthogo- 
nalen Projektionen einer Geraden, und soll durch Zuhilfenahme 
dieser Bestimmungsstücke die Perspektive derselben ermittelt 
werden, so hat man wieder in ähnlicher Weise wie im vorher- 
gehenden Falle durch das Centrnm (C, A) eine Gerade „den 
Fiuehtsirahl der Geraden" parallel zu der gegebenen Ge- 
raden CB (im Räume) zu führen, und deren Durchs chnittspunkt V 
mit der Bildebene Be aufzusuchen. 

Letzteres geschieht in der Zeicbuungafläche wieder dadurch, 
dass man durch C, als der orthogonalen Projektion des Centrums 
auf die Horizontal ebene, eine Parallele Cv' zur horizontalen oder 
Gran dfläeh Projektion c' b' , und durch A, als der orthogonalen 
Bildflächprojektion des Centmms, eine Gerade Av^f parallel zur 
vertikalen oder Bildfläcbprojektion cb führt und den Schnitt V 
derselben mit derBg dnrch dieselbe Schlussfolge bestimmt, welche 
im vorhergegangenen Falle (§ 438) zur Erreichung des gleichen 
Zweckes gebraucht wurde. 

Ist V und v' ermittelt, (wodurch schon die Richtung der 
Geraden CB = (cb, c'b') gekennzeichnet ist) so wird man, um 
das perspektivische Bild der gegebenen Geraden auf eine ein- 
deutige Wei.se zu bestimmen, noch einen zweiten Punkt dersel- 
ben feststellen müssen und als solchen zweckmässig ihren Dureh- 
stosspunkt d mit der Bildebene Be wählen. 



y Google 



-- 595 — 

Naclidem der Punkt {d, d'); als in der Bildebene liegend, mit 
seinem eigenen Bilde zusammenfällt (die Perspektive der Gruudfiäeh- 
projektiou d' liegt demzufolge in der Grundlinie), die perspekti- 
vischen Bilder desselben sich also beziehungsweise mit den oi-thogo- 
ualen Projektionen (d, d') decken, wird man, um sofort die central- 
projektivische oder perspektivische Darstellung der Geraden zu er- 
halten, bloss den Fluchtpunkt v mit d geradlinig zu verbinden haben. 

Ist die Ger'ide (_cb c' b' ) durch Zuhilfenahme der Grund- 
ebene, also mittels zweier Projektionsebenen, resp. durch zwei 
Bilder anzugeben so wird diesfalls nur noch v' mit d' zu ver- 
binden sein um sofort m v d' die Perspektive der Gruiid- 
flächprojektion dei urspiunglich durch cb und C* b' orthogonal 
bestimmten G-eraden zu hnden 

Sind schliesshch nrch lie Bilder der orthogonal- pro jektiviseh 
gegebenen Grenapnnkte (c c" ) und (b, b' ) der Strecke (cb, c' b' ) 
festzustellen, so wird man bloss (§ 432) die Bildflächprojektionen Ac 
und Ab der Projektionsstrahlen bis zum Schnitte Cp und bp mit 
der Geraden dv zu führen haben, um die Perspektiven Cp, bp 
der besagten Punkte, und im Schnitte Cp, bp der Senkrechten ans 
Cp und bp zur Grundlinie gg mit d'v', die Perspektiven der 
Grundflächprojektionen der obbezeichneten Punkte zu erhalten. 

§ 440. 

Ist umgekehrt a) die centrale Projektion oder das per- 
spektivische Bild dv einer Geraden, und sind anderseits 

b) das Bild bc und jenes b' c' ihres Grundrisses gegeben, so 
lassen sich in jedem dieser beiden Fälle anstandslos die ortho- 
gonalen Projektionen b^C, und b\c\ der Geraden höchst 
einfach bestimmen. 

Ist beispielsweise dv [Fig. 335, Taf XXVIII] die Perspektive 
einer Geraden, sind femer b und c zwei auf derselben liegende 
Punkte, und soll aus dieser Bestimmungs weise einerseits jene rait^ 
tels der Grundebene, also die Bestimmung der Geraden durch 
ihre Perspektive und die Perspektive der Gruudfläch- 
projektion abgeleitet werden, und sind anderseits die ortho- 
gonalen Projektionen der besagten Geraden anf die Gmnd- 
und Bildebene aus dv zu entwickeln, so wird, mit bezug auf den 
vorbeigehenden Fall, bloss der umgekehrte Weg einzuschlagen 
sein, um das gewünschte Ziel zu erreichen. 
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Dem Fluchtpaukte V, d. i. Jem Durchstosspunkte des zuge- 
hörigen Flnchtstrahles f mit der Bildebene Be, entspricht zunächst 
der Punkt v' in der Horizontallinie als die ihm entsprechende 
Perspektive der Grundflächprojektion d.i. der Fluchtpunkt des 
Grundrisses der gegebenen Geraden. 

Weiter ist die Perspektive d' der Gruudflächprojektion des 
in der Bildebene liegenden Durchstosspuuktes d in der Grundlinie 
zn suchen. Es vrird sonach durch die Gerade d'v' die Perspek- 
tive der Grundflächprojektion der ursprünglich durch dv 
gegebenen (ins Unendliche hinter die Bildebene sich erstreckenden) 
Geraden dargestellt. 

Die Bilder b' und c' des Grundrisses der auf dv liegen- 
den Punkte b und c ergehen sich sofort im Schnitte der aus b 
und c auf gg gefällten Senkrechten mit d'v'. 

Behufs Bestimmung der orthogonalen Projektionen der 
perspektivisch gegebenen Geraden dv wird man auf Grund 
vorausgeschickter Erörterungen nunmehr bloss v mit A und v' 
mit C geradlinig zu verbinden haben, um durch Av^l die or- 
thogonale Bildfläehprojektion des der Geraden zugehörigen 
Fluchtstrahles, in Cv' = f die orthogonale Grundflächpro- 
jektion des dem Grundrisse derselben Geraden entap rechenden 
Fluchtstrahles, und somit in (Av, Cv' ) auch die Richtungsge- 
raden für die bezüglichen orthogonalen Projektionen be- 
stimmt zu erhalten. 

Führt man durch (d, d' ) d. i. durch jenen Pnnkt, der sowohl 
dem perspektivischen als auch dem orthogonalen Bilde der een- 
tralprojektivisch gegebenen Geraden dv angehört, Pai-allele zu dem 
durch {f, f) = (Av, Cv') fixierten Flucht- oder Parallelstrahl, so 
ergeben sich direkt in I und I' die verlangten orthogonalen 
Projektionen von dv. 

Um die orthogonalen Projektionen (c,, c',) und (bj, b\) der 
auf dv gegebenen Punkte C und b festzustellen, wird man nur 
(§ 432) die orthogonalen Büdflächprojektionen A c C^ und A b bj 
der betreffenden centralprojizierenden Strahlen zu ziehen haben, um 
sofort in C^ und bj die bezüglichen vertikalen Projelttionen, oder mit 
anderen Worten, die orthogonalen Büdflächprojektionen zu finden. 

Wollte man zunächst die orthogonalen Horizontal- oder 
Grundflächprojektionen bestimmen, so würde man die Strahlen 
Cc' und Cb', so wie jene Ac'7 und Ab'ß au führen und in y 
und ß die Senkrechten zu gg zu ziehen haben, um im Schnitte 
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c", und b'i der letzteren mit Cc' and Cb' die orthogonalen 
Grundflächprojektionen der perspektivisch gegebenen Punkte 
C und b dargestellt zu erhalten. 

Hiermit ist der Übergang von der einen Projektionsart 
auf eine andere klar gelegt und wird uns daher diese Über- 
führung auch für die Folge keinerlei Schwierigkeiten bereiten. 

Nicht selten tritt der Fall ein, dass der Fluchtpunkt einer 
durch ihre orthogonalen Projektionen gegebeneu Gera- 
den ausserhalb den Grenzen der Zeiehuungsfläche fällt, 
oder auch deren Durchstosspunkt sich nicht direkt auf der 
Zeicheufläche ergibt, dennoch aber die perspektivischen Bilder der 
Geraden bestimmt werden sollen. 

Setzen wir voraus, der Durchstosspunkt wäre noch auffindbar 
und in (d, d'), [Fig. 336, Taf. XSVIII], ermittelt worden. Es 
wird sich sonach bloss um die Bestimmung eines zweiten Punktes 
der Geraden handeln. 

Hier wird man, da jeder Punkt als der Schnitt zweier 
Geraden aufgefasst werden kann, iu Erwägung ziehen können, 
dass A der Fluchtpunkt aller Geraden sei, die senkrecht zur Bild- 
ebene Be stehen, und dass der Distanzpunkt D der Fluchtpunkt 
von Geraden ist, welche mit der Bildebene Bg einen Winkel von 
45° einschliessen. 

Wählt man daher in der durch ihre orthogonalen Projektionen 
{cb, c'b') [Fig. 336, Taf. XXVIII] gegebenen Geraden CB einen 
beliebigen Punkt (x, x') und zieht durch diesen Punkt Geraden, 
welche die obigen Lagen besitzen, so wird man nur die Bilder 
Xp und x'p (beziehungsweise die Perspektive und Perspektive des 
Grundrisses) von (x, x') in der Weise zu bestimmen haben, dass 
man den bezeichneten Punkt (x, x') als den Schnitt der besagten 
Geraden ^x' und f[X' betrachtet, ihre perspektivischen Bilder Ä^ 
und iiD aufsucht, und deren Schnittpunkt (Xp, x|,) feststellt. 

Die Verbindungsgerade von Xp mit d wird die Perspektive, 
und die Verbindungslinie Xpd' die Perspektive der Grund- 
fläcbprojektion der Geraden liefern. 

Zu erwähnen wäre hierbei noch, dass man unter Umständen, 
wie sie diesfalls als obwaltend vorausgesetzt wurden, im allge- 
meinen zuerst das Bild XJ, des Grundrisses x' autsucben wird, weil 
unter der Annahme, dass (v, v') ausserhalb fällt, der zu wählende 
Punkt (x, x' ) nahe der Horizontal- und VertikalJinie anzunehmen 
ist, die Verhiüdungslinie xA also die Gerade cb nicht selten unter 
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sehr spitzem Winkel schneidet, was offenbar die Genauigkeit der 
Koaatruktion heeinträchtigt. 

Man wird demgemäss etwa derart zu Werke gehen, dass man 
durch x' die zur Grundlinie Senkrechte X* £, und die unter 45° 
gegen die Bildebene geneigte Gerade x' 15 fährt, die Perspektiven 
Ä^ und Dt] dieser Geraden x' ^ und x't\ ermittelt und im Schnitte 
von A^ und D^r] den Punkt x'p d. i. die Perspektive der Gruud- 
fläcbprojektion des Punktes x' findet. Die Perspektive Xp ergibt 
sich dann sofort in der Senkrechten aus xj, zu g g und in der 
Bildflächprojektion Äx des entsprechenden Projektionsstrahles, also 
im Schnitte Xp beider. 

Selbstverständlich kann zur Erreichung desselben Zweckes 
auch die eine oder die andere der früher besprochenen Methoden 
benützt werden. — Die Verbindungsgeraden dXp und d'xj, be- 
stimmen die verlangten perspektivischen Bilder der orthogo- 
nal gegebenen Geraden (c|b, c'b'). 

Benötigt man übrigens die Perspektive des Grundrisses gar 
nicht, oder treten die angeführten übelstände nicht ein, so wird 
man anstandslos die Perspektive Xp mittels des durch X f 
Projektionsstrahls direkt bestimmen könneii. 



§ 441. 

Gelegentlieh der Betrachtung spezieller Lagen von Geraden 
wurde auch solcher Geraden Erwähnung gcthan, die zur Bild- 
ebene Be parallel sind, hierbei aber hervorgehoben, dass derartige 
Geraden, indem deren Durchstosspunlct d sowohl, als auch ihr 
Ji"!uchtpunkt V in unendliche Ferne fallen, durch die in der 
Perspektive übliche Darstellnngaweise einer Geraden nicht direkt 
bestimmbar seien, und folglich nach einem Mittel resp. einer Me- 
thode gesucht werden müsse, die es auf eine einfache Weise er- 
möglicht ,,zur Bildebene parallele Gerade" festzustellen. 

Hierzu bieten einerseits die ,, Angabe der Perspektive 
ihrer Grundflächprojektion" und anderseits (§ 31) der Um- 
stand ,, irgend einen Punkt auf einer Geraden eindeutig 
fixieren zu können", die Mittel zur Erreichung des besagten 
Zweckes, 

Wir wollen diese beiden Bestimmungsweisen vereinigt zum 
Ausdrucke bringen nnd diesbezüglich annehmen, dass CB {im 
Uanme) eine zur Bildebene parallele Gerade vorstelle. 
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Das perspektivische Bild cb [Fig. 337, Taf. XXVIK] derselben 
wird als Scliiiitt der central projizierenden Ebene CBC mit der 
Bildebene Bg erhalten. Da jedoch die besagte Gerade C6 hier- 
durch noch nicht vollkommen bestimmt erscheint, indem dem Bilde 
cb jede in der Ebene CBC liegende Gerade entspricht, bestimmen 
wir zunächst auch uoeh deren Grundflächprojektion C B' (letztere 
ist offenbar zur Grundlinie gg parallel) und leiten aus dieser das 
Bild c' b' des Grundrisses (indem wir den Schnitt der eentral- 
projizier enden Ebene C B' C mit Be aufsuchen) ab. Selbstverständ- 
lich wird auch c'b' parallel zu CB' und folglich auch parallel 
zu gg sein. 

Es ist nun an und für sieh klar, dass die Gerade CB durch 
die Angaben von (cb, c'b') eindeutig bestimmt sei, und dass 
folglich kein Zweifel über die Lage der Geraden CB im Räume 
obwalteu könne. 

Ebenso sicher und geeignet erweist sich die Bestimmung der 
zur Bildebene parallelen Geraden durch die Feststellung 
irgend eines Punktes, welcher der Geraden selbst angehört. 

Ist nämUch P [Fig. 337, Taf. XXVIII] ein willkürlich ge- 
wählter Punkt auf der Geraden CB im Räume und T ein belie- 
biger Träger (dieser kann, der Einfachheit wegen, selbstverständ- 
lich auch senkrecht zur Bildebene angenommen werden) desselben, 
so wird, wie an und für sich klai', die Perspektive p des Punktes 
P einerseits auf der Perspektive cb der Geraden CB, anderseits 
aber auch auf der Perspektive vd=t des Trägers T, also im 
Schnitte beider liegen. 

Da man durch d nur eine einzige Gerade parallel zum Flucht- 
strahle Cv, weiter durch p und C nur eine einzige Gerade Cp 
führen kann, welche T in P schneidet, und da man endlich in 
der durch C C b bestimmten central projizierenden Ebene durch P 
wieder nur eine eiuzige Gerade zur Bildebene parallel zu legen 
vermag, welche offenbar mit der gegebenen Geraden CB (im Räume) 
zusammenfallen muss, so ist auch nachgewiesen, dass diese Art 
der Bestimmung „einer zur Bildebene parallelen Geraden" 
eine eindeutige und eine ganz geeignete sei. 

Zum Behufe der Kontrolle, sowie zum Zwecke der Über- 
führung von einer Darstellungamethode auf eine andere, wurden 
überdies auch die Gmndflächprojektionen C B' , V und P' [Fig. 337, 
Taf. XXVIirj des Trägers T und des Punktes P, sowie die Per- 
spektiven c'b', t' = v'd' tmd p' dieser Grundflächprojelitionen 
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aittelt und mit den vorher bestimmten Perspektiven c b, 
t=^vd und p iu Einklang gebracht. Weiter wurden auch beide 
Da rstellungs weisen vereiuigt iu der Zeichnungafläche vergegen- 
wärtigt. 

Eine weitere besondere Lage einer Geraden, die wir an 
dieser Stelle noch zur Sprache bringen wollen, ist die, wenn die 
besagte „Gerade verlängert durch das Projektionscen- 
trnm geht". 

In diesem speziellen Falle fällt das Bild cb [Fig. 338, 
Täf. XXVIII] der Geraden CB (im Räume) mit ihrem Durchstoss- 
punkte d und ihrem Fluchtpunkte v in einen einzigen Punkt 
zusammen, erscheint somit, wenn ihre Grenzpunkte C und B an- 
zugeben, beziehungsweise aus den Ä-ugabon, ihrer Perspektiven c 
und b räumlich wieder aufzufinden sind, nicht hinreichend be- 
stimmt. 

Es werden daher auch diesfalls ähnliche Hilfsmittel wie im 
vorher besprochenen Falle angewendet werden müssen, um der 
Anforderung ,,diG begrenzte, eeutralprojizierende Gerade CB 
vollkommen zu bestimmen" Genüge zu leisten. 

Zu dem besagten Zwecke können wir entweder zunächst die 
Gerade CB durch ihre Perspektive cb und ihre Perspektive 
0*0' der Grundflächprojektion (welche als in der grundfläeh- 
proji zierenden Ebene CC'C'C liegend, senkrecht zur Grundlinie 
gg erscheint) darstellen, oder wir werden die gegebene Gerade da- 
durch perspektivisch bestimmen, dass wir durch jeden der bei- 
den Grenzpunkte C und B je eine Gerade T^ und T^ als Träger 
der betreffenden Punkte führen und diese perspektivisch 
durch diVj^^^tj und d^Vg^^t^ darstellen. 

Würde man nebstbei, wie oben bemerkt, von der Grund ebene 
Gebrauch machen, demgemäss die Grundflächprojektion CB' der 
Geraden, die Grund fiäch pro jektionen T^ und T^ der Träger der 
Punkte C und B feststellen und daraus die bezüglichen Perspek- 
tiven c'b', t| =^ v|d| und t, = v'jdj ableiten, so muss selbstver- 
ständlich t', durch die Perspektive c" des Grundrisses C, dagegen 
i\ durch b' gehen und müssen überdies, bei richtiger Konstruk- 
tion, beziehungsweise v^ (in der Horizoutallinie) und v^; v^ uud 
Vj; d' (in der Grundlinie) und d^; dl, und d, in je einer Ge- 
raden liegen, welche senkrecht zur Grundlinie gg resp. zur Hori- 
zontallinie HH steht, 
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Wie dieser oiufaehen Erörterung leicht zu entueLmen, wird 
somit auch in diesen Fälleu der Übergang von einer Dar- 
steltuügs- oder Bestimmuiigsweiee auf eine andere, und 
folglich auch die Überföhrung der Perspektive auf die orthogo- 
nale Projektion und umgekehrt anstandslos ermöglicht. 



§ 442. 

Tst ein Punkt P perspektivisch durch Angabe seines 
Bildes p [Kg. 339, Taf. XXVIII] auf dem Träger t = vd ge- 
geben und sollte derselbe durch seine Perspektive und die Per- 
spektive seiner örnndfiächprojektion oder endlich durch 
seine orthogonalen Projektionen (Pi, p'J bestimmt werden, 
so wird man, um der ersten Anforderung zu genügen, zunächst 
die Perspektive t' = v'd' der Grundflächprojektion des Trägers T 
(im Räume) ermitteln und aus p die Senkrechte pn zur Grund- 
linie gg ziehen, um sofort im Schnitte von pn mit v'd' die Per- 
spektive p' des Grundrisses des gegebenen Punktes zu er- 
halten. 

Um die orthogonalen Projektionen Pi und p\ des per- 
spektivisch durch p auf vd dargestellten Punktes P zu finden, hat 
man zu bedenken, dass die orthogonale Bildflächprojektion des 
betrefifenden Punktes einerseits in einer durch P (im Räume) senk- 
recht zur Bildebene gefällten Senkrechten (welche perspekti- 
visch durch pA dargestellt erscheint) hegen müsse, anderseits 
aber auch in der orthogonalen Projektion des Trägers t ^^^^ vd 
zu suchen sei. 

Zum Behufe der Bestimmung der besagten orthogonalen 
Projektion (Pj, p\) ermitteln wir die orthogonalen Projektionen 
Cv' und Av des der Geraden vd entsprechenden Flucht Strahles 
(f, f), führen durch d beziehungsweise durch d' die zu f ^ vA 
und f — v" C Parallelen d \ und d' X' (d. h. die orthogonalen Pro- 
jektionen des Trägers vd), so wird sich im Schnitte von Ap mit 
&\ die orthogonale Bildflächprojektion Pj, und im Schnitte 
von piUi mit d' ).' oder beziehungsweise im Schnitte von Cp" mit 
d' >.' die verlangte orthogonale Grundflächprojektion p', des 
Punktes P ergeben. 
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Perspelttlvisclie Daretellung der Ebene, wenn diesell)e nacli 

der oi'tliogonalcn Projcktionsniethode durch die Vertikiil- 

oder Uildääclitracc und durch die Horizontal- oder Griind- 

flächtrace gegcljen TOrlicgt. 

Nachdem es aicli hierbei bloss um die perspektivischen Bilder 
von Geraden handelt, die beziehungsweise in der Bild- und Grund- 
ebene liegen, wird sich die Lösung des gestellten Problemes höchst 
einfach gestalten. 

Die Bildflächtrace Eb [Fig. 340, Taf. XXVIII] fällt, als 
eine in der Bildebene liegende Gerade, mit ihrem perspekti- 
vischen Bilde zusammen, repräsentiert also gleichzeitig die 
Bildflächtrace Eb der Ebene E in centralprojektiviseher oder per- 
spektivischer Darstellung. 

Sucht man das Bild der Grundrisatrace Eg, welch letztere, 
als Schnitt der gegebenen Ebene E mit der Grundebene Ge, eine 
horizontale Gerade ist, so hat man bloss in Erwägung zu 
ziehen, dass der Fluchtpunkt V einer aolchen Geraden in der Hori- 
zontalhnie HH liegt, und dass man, um diesen zu erhalten, durch 
das Centrum C eiue Parallele Cv (Grundflächprojektion f des der 
Geraden Ej entsprechenden Fluchlstrahles) zu Ej zu führen und 
deren Schnittpunkt (V, v") mit der Bildebene zu bestimmen habe. 

Nachdem weiter der Punkt 3, in welchem Eg die Grundlinie 
gg trifft, sein eigenes Bild, als auch das seiner Grundfläch- 
projektion ist, so wird (v, v') mit ff geradlinig verbunden das 
Bild Eg des Grundrisses Eg oder die Perspektive der Grund- . 
risstrace der Ebene E liefern. 

Zn gleichem Resultate könnte man auch dadurch gelangen, 
dass man die Perspektiven Xp und yp zweier beliebiger in 
der Grundrisstrace Eg liegender Punkte (x, x') und (y, y') 
bestimmt, und die besagten Punkte Xp und yp — da die Per- 
spektive einer Geraden Eg in bezug auf eine Ebene als Bildfläche 
nur wieder eine Gerade Eg sein kann — miteinander verbindet. 
Selbstverständlich hegen sodann (v, v'), (ö, ff'), Xp und yp in einer 
und derselben Geraden Eg, 

Da jede Ebene E in der Perspektive, wie im Früheren darauf 
hingewiesen wurde, durch ihre Bildflächtrace Ep und durch ihre 
Verschwind ungalinie oder Fluch ttrace E« bestimmt zu werden 
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pflegt, so wird es sich auch darum liandeln, aus den gegebenen 
Bestimrauugsstücten Ej, und Eg die letzteren, d. i. Ei, und Ey ab- 
Kuleiten. 

Denkt man sieh zn diesem Behufe beliebige Geraden, von 
welchen eine Eg selbst sein mag, in der gegebenen Ebene (Eb, Eg) 
[Fig. 340, Taf. XXVIIl] gezogen und durch das Projektionscen- 
trum C Parallele zu diesen Geraden geführt, so werden diese die 
Bildebene in den den Geraden zugehörigen Fluchtpunkten treffen. 

Nachdem aber ferner all die ersterwähnten Geraden in einer 
xind derselben Ebene E ^ (Eb, Eg) liegen, so wird dasselbe auch 
Ton den hierzu parallelen Geraden gelten, woraus weiter folgt, 
dass auch die durch die besagten Parallelen geführte Ebene die 
Bildebene in einer Geraden sehneiden werde, welche die Ver- 
bindungslinie oder den Ort der Fluchtpunkte allei m dei 
Ebene E liegenden Geraden darstellen will 

Diese Durchstosspunkte aller durch das Centn m C pirüle! 
zu E geführten Geraden bestimmen folglich wiedei eine Geiide E» 
welche [da die Schnitte Eb und E« zweier parallele! Fbenen mit 
einer und derselben dritten Ebene (der BildebenL) nnteiemander 
parallel sind] zur Bildflächtraee Ej, parallel sein mus 

Da ferner die Grundflächtraee Eg gleichfalls eine m 
der Ebene E|,Eg liegende Gerade darstellt, die e aLei als hoiizon- 
tale Gerade in der Horizontallinie im Punkte (v v) veischwindet 
so wird, da bei bekannter Richtung einer Geraden die Angabe 
eines Punktes derselben genügt, bloss durch v eine Gerade parallel 
zu Eb zn fuhren sein, um sofort die Fluchtlinie Ev der Ebene E, 
d. i. die Bildflächtraee der durch das Projektions -Centrnm zur ge- 
gebenen Ebene Eh Eg parallel geführten Ebene (Flucht- oder 
Parallelebene) zu erhalten. 

Es kann demnach eine Ebene E als perspektivisch be- 
stimmt betrachtet werden, wenn man entweder die Geraden Eb' 
und Eg (Bildflächtraee und Perspektive der Grundflächtraee) oder, 
wenn man (sobald die Lage des Centmms fixirt ist) E), und Ey 
(Bildflächtraee und Fluchttrace) derselben kennt. 

Dass man uun auch umgekehrt, wenn die Ebene perspek- 
tivisch bestimmt vorliegt, dieselbe ohne jedwede Schwierigkeit 
nach der in der orthogonalen Projektionsmethode üblichen 
Darstellungsweise bestimmen, beziehungsweise in diese über- 
führen könne, ist nun an und für sich klar. 



y Google 



§ 444. 

180. Aufgabe: In orthogonaler Projektion ist eine Eljcne EbEg 
und in derselben «in Punlit Aurcli seine Projektionen (a, a') 
gegeben; es sind die Ebene sowohl als auch der in ilir lie- 
gende Pimkt pei"8pektivisch darzustellen. 

Die Bildflächtrace Eh [Fig. 341, Taf. XXVIII] der Ebeue E 
bleibt (als ihr eigenes Bild) ungeäadert, während die Perspektivo 
Eg der Grundrisstraec Eg sowohl, als auch die Fluehttrace E, (vor- 
ausgesetzt, dass die Überführung des Gegebenen auch in die 
„freie Perspektive" zu geschehen habe) mit Zugrundelegung 
des Vorausgeschickten anstandslos bestimmt werden kann, so zwar, 
dass wir schliesslich die Ebene E ^ (Et, Eg) beziehungsweise durch 
Eb und Eg oder durch Eu und E, dargestellt annehmen können. 

Denkt man sich, um einen Anhaltspunkt für die perspekti- 
vische Bestimmung des in der Ebene E liegenden, orthogonal ge- 
gebenen Punktes (a, a' ) zu haben, durch (a, a' ) irgend eine 
Gerade in der Ebene E, etwa (ad, a'd') parallel zur Bild- 
ebene Be, gezogen, so wird bekanntheh deren vertikale Projektion 
ad parallel zur Biidflächtrace Eb, deren Grundfläehprojektion a'd' 
dagegen parallel zur Grundlinie gg sein. 

Ermittelt man die Perspektiven ap und dp, sowie die Per- 
speldiiven a'p und dp der Grundflächprojektionen von (a, a') und 
(d, d'), so muss nach Erüherem apdp parallel zu ad resp. parallel 
zu Eb und dpa'p parallel zu gg, resp. parallel zu a'd' sein. Nach- 
dem aber der Punkt (d, d') in der Grundebene, beziehungi 
der Grrundrisstrace Eg selbst liegt, so muss sieh des 
(welche, als einem in der Grundebene liegenden Punkte ange- 
hörend, mit der Perspektive seiner Grundrissprojektion zusammen- 
fällt) in der Perspektive E'g der Grundrisstrace vorfinden; es 
werden sich daher die Perspektiven apdp nud a'pdp in einem Punkte 
dp der Eg schneiden müssen. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass, wenn allenfalls die Perspek- 
tive aj, [Fig. 341, Taf. XXVIII] der Gmndrissprojektion a' 
eines Punktes nebst der Ebene EbE'g gegeben ist und der 
besagte Punkt mittels einer in der Ebene EbE^ hegenden zur Bild- 
ebene und folglich zur Bildflächtrace parallelen Geraden so zu 
bestimmen wäre, dass er in der bezeichneten Ebene EbEg 
liegt, man einfach durch aj, eine Gerade a'pdp parallel zur 
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Grundlinie gg so weit ku führen habe, his sie Eg in dp schnei- 
det, und durch den so erhaltenen Punkt (tp eine Gerade dpHp pa- 
rallel zu Es ziehen und mit der in a[, auf die Grundlinie errich- 
teten Senkrechten zum Schnitte bringen müsse, um in a^ die 
Perspektive des den gestellten Anforderungen entsprechenden 
Punktes {ap, aj,) zu erhalten. 

Das ehen erzielte Resultat berechtigt gleichzeitig zu dem 
Schlüsse, dass man „im Schnitte der Perspektive einer Ge- 
raden mit der Perspektive ihrer Grundflächprojektion 
stets einen Punkt der Perspektive der Grundflächtraco 
einer durch diese Gerade geführten Ebene", oder mit an- 
deren Worten, die „Perspektive der Grundflächprojektion 
des Durchstosspunktes einer Geraden mit der Grund- 
ebene" findet. 

Nachdem das Gleiche von jeder Geraden der Ebene EbEg 
gilt, und nachdem feruer die Perspektive eines Punktes und jene 
seines Grundrisses stets in einer zur Grundlinie senkrechten Gera- 
den liegen, so folgt (§ 196), dass die Perspektive eines ebenen 
Gebildes und die Perspektive seines Grundrisses „affine" 
Gebilde sind, wobei die Perspektive der Grnndflächtrace 
die „Affinitätsachse", und die Senkrechten zur Grundlinie die 
„Affinitätsstrah len" repräsentieren. 

Wollte mau nach der Methode der freien Perspektive an- 
Keigen, dass der gegebene Punkt (a, a') in der Ebene EijE, liegt, 
so hat man offenbar nur durch a^ irgend eine Gerade 1 ku niehen, 
die in der besagten Ebene liegt, also durch ap eine Gerade zu 
führen, deren Fluchtpunkt V, in der Pluchttraee E, und deren 
Durchstosspunkt dj in der Bildflächtrace E, der Ebene E ge- 
legen ist. 

Hätte man den Punkt (a, a') [Fig. 3i2, Taf. SXVIII] in der 
Ebene EbEg durch eine in dieser Ebene liegende zur Grund- 
ebene parallele Gerade bestimmt, deren orthogonale Projek- 
tionen ad = I und a' d' =; r, also beziehungsweise zur Grundlinie 
gg und zur Horizontal- oder Grundrisstrace Eg parallel sind, so 
bleibt der Vorgang, wenn es sich um die Bestimmung der per- 
spektivischen Bilder EJj, (Ip, Ip) handelt, ein ähnlicher wie im 
vorhergehenden Falle, nur werden selbstverständlich die Geraden 
Eg und (I, I') als parallele horizontale Geraden einen ge- 
meinschaftlichen, in der Horizoutalliuie HH liegenden Flucht- 
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punkt (v, v') besitzen, welcher gleicbz.öitig ein Punkt der 
Flachttraee E, der Ebene E ist. 

Führt man demgemäss durch a und a die orthogonalen Bild- 
flächprojektionen Aa ^ ti' und Aa^c der den gegebenen Punkt 
(a, a') central projizierenden Strahlen und bestimmt man den 
Schnittpunkt a'p von Aa mit Ca', so erhält man in demselben die 
Perspektive aj, des Grundrisses a' und im Schnitte der Senk- 
rechten aus Sp zu gg mit Ip die Perspektive ap des ortho- 
gonal gegebenen Punktes (a, a'). 

Selbstverständlich mösseu nun die Verbind ungsgeradeii 
dccp = Ip, d' a!,=^ Ip und die gefundene Perspektive Eg der 
Grrnndflächtrace Eg nach dem gemeinschaftlichen Flucht- 
punkte (v, v') gerichtet sein. 

Nebenbei sei bemerkt, dass das letztere "Verfahren, „die 
Perspektive eines Punktes aus seiner orthogonalen Pro- 
jektion abzuleiten" als Kontrolle für die Richtigkeit des erst- 
erwähnten Vorganges und umgekehrt benützt werden kann. 

§ 445. 
181. Aufgabe: In einer perspektivisch durch die Blldfläcli- 
und Fluclittrace Eb und E, Tl)estimmten Ebene E ist eine 
Gerade vd = Ip und auf derselten ein Punkt ap der Elienc 
E gegeben, es sind einerseits die PerspettiTen der Grund- 
flächprojcktionen und andci'scits die ortliogonalen Projek- 
tionen der gegebenen Bestimmungsstäeke festzustellen. 

Um zunächst die Perspektive EJ, [Fig. 343, Taf. XXIX] der 
Grundflächtrace Eg zu finden, wird man bloss den Punkt v", , in 
welchem die Fluchttrace E„ die Horizontallinie HH ti-ifft, mit dem 
Punkte c, in welchem die Eildflächtrace Eb (welche als ihr eigenes 
Bild unverändert bleibt) die Grundlinie gg schneidet, zu verbinden 
haben. 

Nachdem ferner die Perspektive v' der Grundflächprojektiou 
des Fluchtpunktes V der Geraden vd =^ Ip in der Horizontallinie 
sich vorfindet und jene d' des Durchstosspunktes d, als Punkt der 
Bildebene, in der Grundlinie gg liegt, so erseheint die Perspek- 
tive Ip der Gruudfläcliprojektion durch ¥■ d' :^ 1], und die 
Perspektive Sp der Grundflächprojelrtion des durch seine Perspek- 
tive ap auf vd gegebenen Punktes durch den Schnitt der aus ap 
zu gg gefällten Senkrechten mit 1], dargestellt. 
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Selbstverständlich werden sich Ip uud Ip in einem Punkte dg 
der Eg treffen müssen. 

Behafs BestimmuDg der orthogonalen Projettionen 
von Ej, (Ip, IJ,) und (ap, aj,) wird es sich Woss um die Auffindung 
der den einzelnen Geraden entsprechenden Fluclitstrahlen, 
beziehungsweise um die Projektionen derselben auf die betreffen- 
den Projektionsebenen handeln. 

Die besagten Projektionen der Flnchtetrahlen ergeben 
sich, wie aus Früherem bekannt, sofort in f'^ = v'jC, in f = Av 
uud f == Cv', daher beziehungsweise dui'ch a|». = Eg parallel zu 
v'jC die Grundrisstrace, durch I parallel zu vA die vertikale, 
und durch I' parallel zu v'C die horizontale oder Ornndfläch- 
Projektion dargestellt wird. 

Um endlich die orthogonalen Projektionen (a, a') des 
durch ap auf vd gegebeneu Punktes ku finden, hat man nur die 
bildflächprojizierende Gerade Aap zu ziehen und deren Schnitt- 
punkt mit der bereits gefundenen orthogonalen Bildprojektion I 
festzustellen, um sogleich in a die orthogonale Bildflächpro- 
jektion und in a' die orthogonale Grundflächprojektion 
des in der Ebene liegenden Punktes ap bestininit zu erhalten. 



§ 446. 

182. Aufgabe: In einer durch die Bildfliichtracc Eb und die 
Pei-spettiTc Eg der Grundflächtrace bestimmten Ebene E ist 
eine Gerade duixh die PerepektiTc Ij, ihrer GrnudffÄchpro- 
joktion gcgchcn; die Gerade ist so zu bestimmen, dass sie 
In der Ebene E liegt Weiter sind die Fluchttrace, die 
orthogonale Grundflächtrace der Ebene E und die ortlio- 
gonalen Projektionen der In E liegenden Geraden dai-zu- 
stellen. 

Nachdem die Gerade \\> [Fig. 344, Taf. XXIXj in der gegen 
die Bild- uud Gmndehene geneigten Ebene E liegen soll, so muss 
sie (liiureichend verlängert) auch die Bild- uud Grnndebene in 
Punkten treffen, welche den Spuren der Ehene E auf den besagten 
Projektionsebenen, also beziehungsweise der Bild- und Grundfläch- 
trace angehören. 

Der Schnittpunkt d der durch Ip gegebenen Geraden mit der 
Bildebene ist sein eigenes Bild, das Bild d' des Grundrisses dieses 
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Punktes (welches, nebenbei bemerkt, mit der orthogonalen Grund- 
flächpro jektion zusammenfällt) liegt demnach im Schnitte von Ip 
mit der Grundlinie gg. Der Schnitt {§, 5') derselben Geraden mit 
der Grnndebene findet sich in der zu bestimmenden Grnndrisstrace 
Eg der Ebene E; die Perspektive Sg der Gmndflächprojektioa 
dieses Schnittpunktes musa somit im Schnitte der Perspektive Eg 
der Gruadrisstrace mit Ip liegen und wird, als Punkt der Grund- 
ebeno, mit seiner Perspektive Sg zusammenfallen. 

Hiernach wird sich in der Verbindungsgeraden von (8g, §g) 
mit d die gesuchte Perspektive Ip der in der Ebene liegen- 
den Geraden ((p, 1],) ergeben. 

Da überdies die Perspektive Ij, der Grund fläch projektion die 
Horizontallinie HH in v' trifft, so wird durch den letztbezeiehneten 
Punkt v' die Perspektive der Grundflächprojektion des 
Fluchtpunktes dargestellt; die Perspektive v des Fluchtpunk- 
tes muss sonach in der Senkrechten zur Horizontallinie und in Ip, 
also im Schnitte beider liegen. 

Nachdem die Gerade (Ip, Ip) der Ebene E angehören soll, wird 
V einen Punkt der Fluchttrace E, dieser Ebene darstellen. 

Es wird sonach (v^, v[) als Fluchtpunkt der Grnndrisstrace, 
d. i. aller horizontalen in der Ebene E liegenden Geraden, 
mit V verbunden eine Gerade, „die verlangte Fluchttrace Ey", 
der Ebene E geben, die (als Kontrolle) nothweudig zu Eb parallel 
laufen muss. 

Als weitere Kontrolle kann der Umstand dienen, dass nun- 
mehr (8g, Sg), V und d und beziehungsweise ebenso (v,v^), ö und 
8j| in einer und derselben Geraden !p resp. Ej liegen müssen. 

Zum Zwecke der Ausmittelung der orthogonalen Projek- 
tionen sind wieder, so wie iu der vorhergehenden Aufgabe, bloss 
die orthogonalen Projektionen l,:=C(VjV|), f ^^ Cv' und i = Av 
der den betreffenden Geraden entsprechenden Flucht- oder Paralle!- 
strahlen zu bestimmen und sodann beziehungsweise durch s, d und 
d' die hierzu Parallelen Eg, I und I' zu führen, um in Eg die 
Grundflächtraeo, in 1 die orthogonale vertikale oder Bild- 
flächprojektion, and in I' die orthogonale horizontale oder 
Grundrissprojektion der in der Ebene E liegenden Geraden 
(t, I') dargestellt zn erhalten. 
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183. Aufgabe: Eine Eftene E Ist durch ihre Blldflächtrace Eu 
und Ihre Grundftüchtraee Eg bestimmt, ferner ist die ortho- 
gonale BIMJlächprojektion l^dS einer in der Ehene EbEg 
liegenden Geraden und auf dei-selben ein Punkt a gegeben; 
es sind die Perspektiven der gegehenen Bestimmungsstücke 
aus den orthogonalen Projektionen a) mit Zuhilfenahme der 
Grundehene und b) nach der Methode der fi-eien Perspelttive 
abzuleiten. 

Zunächst bestimmen wir ans der gestellten Bedingung, class 
die Gerade und der Punkt in der Ebene Eb Eg [Fig. 345, Taf. XXIX] 
zu liegen haben, die den gegebenen orthogonalen Bildebeu Projek- 
tionen l^dS und a zugebörigen Grundflächprojektionen l'=d'5' 
und a', so dasa die Gerade durch (dS, d'8') und der Punkt durch 
(a, a') dargestellt erseheinen. 

Das perspektivische Bild des Durehstosspunktes d fällt, 
als in der Bildebene liegend, mit der gegebenen orthogonalen 
Bildfläehprojektion d zusammen; die Perspektive d' der Grund- 
ftächprojektion des genannten Punktes liegt somit in der Grund- 
linie gg. 

Die Perspektive §g des Punktes (S, §') dagegen wird, als 
ein Punkt der Grundebene und der Grundflächtrace Eg, mit der 
Perspektive Sg des Grundrisses übereinstimmen und, daher gleieh- 
Kcitig einen Punkt der Perspektive Eg der Grundflächtrace 
Eg liefern, welcher mit dem Schnittpunkte (a, a') von Eg und gg 
verbunden, die vorgenannte Trace Ej bestimmt. 

Gleichzeitig werden die geraden Verbindungslinien von d mit 
hg und d' mit Sg die perspektivischen Bilder dSg und Ü'h'g 
der in der Ebene EuEg liegenden Geraden darstellen. 

Die Perspektive (ap, aj,) des Punktes (a, a') findet sich selbst- 
verständlich in den letztgenannten Bildei'u der Geraden und zwar 
im Schnitte der Büdflächprojektionen Aa und Aa der betreffenden 
bildflächproji zierenden Strahlen mit d&g und d'§g vor, so zwar, 
dass durch {ap, aJ,) der orthogonal gegebene Punkt (a, a') per- 
spektivisch dargestellt erseheint. 

Auf die Methode der freien Perspektive übergehend, er- 
gibt sich sofort durch die aus dem Fluchtpunkte (v,, v[) der hori- 
zontalen Trace Eg, resp. durch die aus dem Schnittpunkte (V;, v,) 
der E^ mit HH, zu Et gefiihrte Pardlde E, die Fluchttraee. 

PeaoÄlr^, Freie Perspektive. 39 
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Durch die Verlängerung von dSj, bis die Fluchttraee E« in V 
geschnitten wird, findet man in dv die durcli den Flacht- und 
Dnrchstosspunkt dargestellte PerspektiTe der orthogonal durcli 
(dS, d5') gegebenen Geraden, und unmittelbar auf derselben (letz- 
tere als Träger betrachtet) die Perspektive Hp des orthogonal ge- 
gebenen Punktes (a, a'), woraus erhellt, dass jederzeit die Ober- 
führung aus der orthogonalen Projektion in die Perspektive nnd 
umgekehrt anstandslos vollzogen werden könne. 

§ 448. 

184. Aufgabe: Die Bildfläehtrace Eb und die Perspektire E^ 

der Ginindfliielitrace einer zur Grundlinie g g pai*ftllelen 

Ehene E sind gegeben; es ist die Fluchttrace der Ebene E 

zu bestimmen. 

Da die Fluchttrace E, zu der Bildfläehspnr Ei, [Fig. 346, 
Taf. XXIX] stets parallel läuft, wird die Bestimmung eines Punk- 
tes der ersteren genügen. 

Denken wir uns demnach in der Ebene Ei,Eg auf Gmnd des 
Vorausgeschickten irgend eine Gerade gezogen, so wii-d sich deren 
Perspektive I und deren Perspektive I' der Grund ääehprojektion 
in einem Punkte (6g, Sg) der Eg trefi^en, während sich der Dnrch- 
stosspunkt d derselben Geraden (I, I') mit der Bildebene in einem 
Punkte (d, d') der Traee Ea ergibt. 

Der Fluchtpunkt v' der Grundflächprojektion der Geraden (I, I') 
liegt bekanntlieh in der Horizontslinie HH, während im Schnitte 
V der zu HH Senkrechten v'v mit ! das Bild des Fluchtpunktes 
der besagten Geraden erhalten wird. 

Es wird somit durch v ein Punkt der zu bestimroendeti 
Fluchttrace Ev repräsentiert. Letztere ist nunmehr durch v 
parallel zu E), zu führen, um den Bedingungen der Aufgabe zu 
genügen. 

Würde die Ebene E nicht nur parallel zur Grundlinie 
sein, sondern durch die Grundlinie gg selbst gehen, so 
ist an und für sich klar, dass, da eine Ebene bloss durch eine 
der Geraden £„, Eg, E^ [Fig. 347, Taf. XXIX], die diesfalls alle 
mit gg zusammenfallen, nicht hinreichend bestimmt ist, zum Be- 
hufe ihrer vollkommenen Bestimmung noch irgend ein anderwei- 
tiges Bestimmungsstück derselben gegebei5 sein müsse. 

Es könnte also etwa ein der Ebene E angehöriger Punkt 
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(ap, ap) gegeben aein. Unter dieser Voraussetzung ist somit aus 
EbEg und (ap, a],) die Fluehttrace E, abzuleiten. 

Der diesbezügliche Vorgang bleibt derselbe wie oben, nur wird 
der Unterschied obwalten, dass die iu der Ebene E zu ziehende 
fterade direkt durch den gegebenen Punkt (a^, aj,) gehen muss 
und dass deren Durchstosspunkt (d, d') mit der Bildebene mit 
dem Grundfläch du rchstossp unkte {S, S') zusanaujeu fällt, dass also 
auch die Perspektive d des besagten Punktes mit der Perspektive 
(Sj, h'g) des Grundrisses desselben übereinstimmen müsse. 

Führen wir demnach die beliebige Gerade Sg aj, v" , so ist auch 
(&g, d)ap bestimmt, folglich auch der Fluchtpunkt v festgestellt 
und somit die Fluehttrace E, in der durch V zu gg parallel 
gezogenen Geraden gefunden. 

Wäre die zur Grundlinie gg parallele Ebene E durch 
EkEv [Pig. 348, Taf. XXIX] gegeben, und sollte einerseits 
Eg und anderseits Eg bestimmt werden, so wird man in der 
geraden Verbindungslinie zweier Punkte d und v, von welchen der 
eine d in Eb, der andere V in E^ liegt, direkt eine in der Ebene 
Eb E, liegende Gerade (p centralprojektivisch bestimmt erhalten. 

Ermittelt man die Perspektive v' d' oder Ij, der Grundflächprojek- 
tion dieser Geraden, und sucht mau die Perspektive (5g, 5g) der Grund- 
fläehprojektion des Durchsfcosspunktes derselben mit der Grundebene, 
so ist auch schon die Perspektive Eg der Grundflächtrace in 
der durch (8g, 8g) gehenden, zu Eb parallelen Geraden bestimmt. 

Nachdem es sich weiter noch um die Grundrisstrace Eg 
handelt, welche parallel zu Eg läuft, wird man bloss die orthogo- 
nale Grund fläch Projektion eines Punktes von Eg zu bestimmen 
haben. Wählt man unmittelbar den Punkt (5g, 5'g), so ergibt sich, 
wie bekannt, dessen orthogonale Projektion in (5, 8') und daher 
die verlangte Grundrisstrace in Eg. 

§ 449. 
185. Aufgabe: Eine zur Uildebeue Be pai'allolc Ebene E ist 
durch das Bild eines ihrer Punkte ap auf dem Trilger vd 
gegehen; es sind a) die Pei*spektlve Ej der Grundflächti*ace 
dieser Ebene, sowie die Grundflächtrace Eg derselben, und 
b) die orthogonalen Projektionen (a, a') des perspektiyiscli 
gegebenen Punktes ap zu bestimmen. 
Ermittelt man zunächst aus dem Bilde lp^=vd [Pig- 349, 
Taf. XXIX] des Trägers t das perspelctivische Bild v" d' = l|, seines 
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(Trundrisses, bestimmt man ferner anl' demselben ans der gegebenen 
Perspektive ap die Perspelctive a'p der Grund fiächprojektion des 
besagten der Ebene E angehörenden Punktes, so wird selbstver- 
ständlich (da die zur Bildebene Be parallele Ebene eine grnnd- 
flächprojizierende Ebene ist) durch a'p die Perspektive ^ der 
Grundrisstrace von E und zwar parallel zu gg zu führen sein. 

Um die Überführung der perspektivisch gegebenen 
Bestimmungsstücke in die orthogonale Projektion zu 
bewerkstelligen, wird es genügen die orthogonalen Projek- 
tionen (a, a'} desjenigen Punktes Sp zu bestimmen, durch welchen 
die zur Bildebene Bg parallele Ebene geht, und sodann durch die 
Gmndflächprojektion a' des gegebenen Punktes ap eine Gerade 
parallel zu E^ zu führen, um (aus obigem Grunde) sofort die ver- 
langte Grundrisstrace Eg der Ebene E dargestellt zu er- 
halten. 

Denkt man sich zu diesem Behufe die bildflächprojizierende 
Gerade (Aap, Aap) geführt und ihren Durchstosspunkt a mit der 
Bildebene auf bekannte Weise aufgesucht, sowie dessen Gmnd- 
flächprojektion a' durch den Schnittpunkt des Strahles Cap mit 
der zu gg Senkrechten aa bestimmt, so ergibt sieh in der durch 
a' zu gg Parallelen Eg die gesuchte Grundflächtrace. 

Zur Kontrolle für die Kichtigkeit könnte man auch mit Zu- 
hilfenahme der Projektionen (Av, Cv') des der Geraden dv 
entsprechenden Fluchtstrahles die orthogonalen Projek- 
tionen (da, d'a') ^= (I, !') der gegebenen Geraden vd a fsucl en 
und, da in diesen Projektionen I und I' selbstverstan 11 ch de 
bezüglichen orthogonalen Projektionen (a, a' ) des auf dem T t^e 
t = vd liegenden Pnnktes ap sich gleichfalls vorfinden solle s en 

die auf die letztangegebene Weise ermittelten Punkte m t de v 
her bereits bestimmten Punkten a und a' zusammenfallen. 



§ 4&0. 

186. Aufgabe: Dnrch einen perspektivisch gegebenen Punkt 
Ist eine Ebene parallel zu einer gegebenen Ebene «u führen. 

Es seien Ej, [Fig. 350, Taf. XXIX] die Bildfläch trace, E^ die 
Perspektive der Grundrisstrace der gegebenen Ebene E und (ap, a],) 
die perspektivischen Bilder desjenigen Punktes, durch welchen die 
Ebene euBg parallel zu EiiEg zu führen ist. 
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Selbstverständlich ist durch die Angabe von Eg und Ej, auch 
schon die Flnclit- oder Versehwindungslinie Ey der Ebene E l'est- 
gestellt; dieselbe wird bekanntlich erhalten, wenn man 1^ bis zur 
Horizontallinie HH verlängert und durch den Schnittpunkt (v, v^) 
eine Parallele zu Eb führt. 

Zieht man nun durch Bp eine Parallele X zu Eb nnd durch 
Bp eine Parallele >,' zur Grundlinie gg, so wird (X, \') eine durch 
(ap, a[|) gehende Gerade darstellen, die in der zu bestimmenden 
Ebene liegt und zur Bildebene parallel lauft. Im Schnitte (Sg, Sg) 
von y. und \' ergibt sich somit ein Punkt der Perspektive Bg 
der Grundrisstraee der verlangten Ebene e. 

Nachdem aber, wie wir wissen, parallele Ebenen eine gemein- 
schaftliche Fluchttrace besitzen, und nachdem weiter bekannt ist, 
dass parallele Geraden (wie es diesfall'i die bpuien der parallelen 
Ebenen E und e auf derselben dritten Ebene sind) in dem näm- 
lichen Punkte verschwinden, und dass fpmei dei Fluchtpunkt hori- 
zontaler Geraden (eine solche ist die Giundiisstrace der parallel 
zu E zu legenden Ebene e) in der Horizontallinie liegt, so wird, 
da nunmehr die Perspektive der Grundrisstraee der Ebene 
e durch die zwei Punkte (v, v^) und (6g, 5g} bestimmt ist, bloss 
(v, V^) mit (5g, &g) durch eine Gerade au verbinden sein, um die 
Perspektive eg der Grundrisstraee der verlangten Ebene e 
dargestellt zu erhalten. 

Führt man nun durch den sich hierbei ergebenden Schnitt- 
punkt tn von Bg und der Grundlinie gg (der besagte Punkt m ist, 
als in der Grundlinie liegend, sein eigenes perspektivisches Bild, 
welches mit dem seiner Grundflächprojektion zusammenfällt) eine 
Gerade ej, parallel zu Eb, so ist diese bereits die gesuchte Büd- 
flächtrace Gb der Ebene e. 

Würde es sich ausserdem noch um die Bestimmung der den 
beiden parallelen Ebenen E und e gemeinschaftlichen Flucht- 
trace (Eu, Bv) handeln, so braucht nur in Erinnerung gebracht zu 
werden, dass diese ihrer Richtung nach, als der Parallel- oder 
Fluchtebene der Ebenen E und e angehörend, au Ej, resp. Gb pa- 
rallel sei und, wie bereits wiederholt angeführt, durch den Punkt 
(v^, v) der Horizontallinie gehen müsse. 

Wollte man unter der Voraussetzung, dass die Ebene 
E durch Ey und Eb gegeben sei, die zu E parallele Ebene 
ei>e, so bestimmen, dass dieselbe gleichzeitig durch den auf 
dem Träger vd gegebenen Punkt ap geht, so wird es sich 
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gleichfalls nur nm die Fixieraug eines Puuktes der Geraden Gbi 
d. i. der Bildflächtraee der Ebene e, handeln. 

Nachdem bereits der Punkt (v, Vj) die Perspektive und die 
Perspektive der Grundrissprojektion des Fluchtpunktes einer in 
der Ebene liegenden horizontalen Geraden (BpV, ajjVi) darstellt, 
wird man nur noch den Durchstosspunkt (d, d') derselben mit der 
Bildebene Be zu suchen und durch diesen Punkt d eine Gerade Gb 
parallel zu Eb zu ziehen habeu, um die Bildflächtraee der durch 
den gegebenen Punkt (ap, Bp) parallel zu EbE, gelegten Ebene ebCv 
au erhalten. 

Selbstverständlich muss nun Cb die Grundlinie in m treffen 
und kann weiter mit Zuhilfenahme jeder anderen durch (Sp, a])) 
beliebig geführten Geraden (apV^, apv'j) der gleiche Zweck erreicht 
werden. Die eine Konstruktions weise kann gleichzeitig als Kon- 
trolle für die andere dienen. 

§ 451. 
187. Aufgabe: Durch eiiic Gerade (1^ = dv, !{, = d' v') ist pa- 
rallel zu einer zweiten Goraden (>>p, X'^) [Fig. 351, Taf. XXIX] 
eine Ebene zu fuhren und diese licziehungsweisc dui-cli 
Eb, Eg und durch Eb, Ey zu hestimmen. 

Behufs Lösung dieser Aufgabe wird zunächst in Erinnerung 
zubringen sein, dass die Fluchtpunkte von Geraden, die zu 
einer Ebene parallel sind, in der Fluchtlinie der letz- 
teren liegen, indem bekanntlich die Plnchttrace einer Ebene der 
Ort der Durchsto^punkte (Fluchtpunkte) sämtlicher Flucht^trahlen 
ist, die durch das Centrum parallel zu den in der Ebene möglichen 
Geraden gezogen werden können, 

Dass hiernach einer Geraden ()ip, \p), welche zu einer Ebene 
E parallel sein soll, auch eine Gerade in dieser Ebene enteprechen 
werde, welche zu der ersterea parallel läuft, und dass demgemäss 
der Fluchtstrahl der Geraden (Xp, Vp) die Fluchttrace E, der Ebene 
E in einem Punkte 9 treffen müsse, welcher mit jenem zusammen- 
fällt, der einer in der Ebene E liegenden zu (Xp, Xj,) parallelen 
Geraden entspricht, ist bereits (§ 15) an früherer Steile klar gelegt 
worden. 

Ist daher (Ip, Ip) jene Gerade, durch welche die Ebene E zu 
führen ist, und (Xp, Xj,) diejenige Gerade, zu welcher die besagte 
Ebene E parallel sein soll, so wird im vorliegenden Falle bloss 
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der Fluclitpunltt (v, v') der Geraden (Ip, IJ,) zu ermitteln und mit 
dem Fluchtpunkte (9, 9') voa (Xp, \'p) geradlinig zu verbinden sein, 
um in vtp oder Eu die verlangte Flucbttrace der Ebene E 
bestimmt zu erhalten. 

Suebt man nun noch den Durchstoaspunkt (ct, d') derjenigen 
Geraden (Ip, Ip) mit der Bildebene, durch welche die Ebene E zu 
legen ist, und führt man durch diesen Punkt eine Parallele zu 
der vorher bestimmten Flucbttrace E„, so bestimmt diese die Bild- 
flächtrace Eb der gesuchten Ebene. 

Nachdem weiter (Vj, v'J den Fluchtpunkt von in der Ebene E 
liegenden horizontalen Geraden und folglich auch den der Grund- 
risstraee repräsentiert, und (0, 0'), als der Grundlinie angehörend, 
mit seiner eigenen Perspektive zusammenfällt, so gibt die Ver- 
bindungsgerade von 'f^ mit c' die Perspektive Eg der Grund- 
riss- oder Grundfläebtrace der Ebene E. 

Die besagte Gerade v";, o" oder Eg muss natürlich, bei richtiger 
Konstruktion, durch die Perspektive (Sg, Sg) des Schnitt- 
punktes der Geraden (Ip, Ij,) mit der Grundebene gehen, 
und kann dieser Punkt somit als Eontrolle fiir die Richtigkeit der 
Durchführung dienen oder auch dann benützt werden, wenn einer 
oder der andere der vorerwähnten Punkte sich auf der Zeichnungs- 
fUiche nicht mehr ergeben würde. 



§ 452. 

188. Aufgabe: Zu einer durcli ihi-e BlldlläcMi'ace Eb [Fig. 352, 
Taf. XXIX] und durch die Perspektive E^ ihrer Gruiidflilch- 
trace bestimmten ItHtene E soll durch einen Funht (Xp, xj,) 
eine senkrechte Gerade gezogen und durch ihre Perspektive 
und die -Perspektive ihres Ginindrisses dargestellt werden. 

Zur Auflösung dieses Problems benutzen wir die bekannte 
Eigenschaft, dass die orthogonale Bildflächprojektion einer zu einer 
Ebene senkrechten Geraden auf der Biidfiächiuace dieser Ebene 
und die orthogonale Grundfläehprojektion auf der (orthogonalen) 
Grundfläebtrace derselben Ebene senkrecht steht. 

Betrachten wir für einen Moment die Horizontalebene Hg als 
Grundebene, und bestimmen diesfalls die orthogonale BildÜächpro- 
jektion o sowohl, als auch die orthogonale Grundfläch pro jektion <j' 
des Pluchtstrahles aller zur Ebene EuEg senkrechten Geraden. 
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Hierbei wird sich c als die durch den Hauptpunkt A zur Bild- 
flächtrace Et geführte Seiikreclite ergeben. Um die orthogonale 
Grnndflächprojektion a' zu finden, berücksichtigen wir, dass die- 
selbe einerseits durch das um H H in die Bildebene umgelegte Cen- 
trum C gehen, anderseits aber auf der orthogonalen Grund flu chtrace 
Eg der Ebene EjjEg, oder auf einer zu ihr parallelen Geraden {allen- 
falls auf dem ihr entsprechenden Fiuchtstrahl) senkrecht stehen 
müsse. Eine solche Gerade ist, wie gesagt, der umgelegte der 
Grundfläehtrace Eg entsprechende Fluehtstrahl Cv,, deren Flucht- 
punkt v^ als Schnitt von Eg mit HH erhalten wird. Die Gerajäe 
ö' ergibt sich nun als die durch C zu Cv, normal geführte Ge- 
rade Cv'. 

Nachdem somit durch (a, a') die orthogonalen Projek- 
tionen des zur Ebene EbEg senkrechten Fluchtstrahles dargestellt 
sind, kann man leicht auch den Bildfläehdarchstosspunkt v, und 
den Durehstosspunkt v' mit der Grundebene (in der Horizontslinie 
HH liegend) auf bekannte Weise ermitteln. Der erstere, d. i. v, 
wird den Fluchtpunkt aller zur Ebene E),Eg senkrechten 
Geraden, der zweite dagegen, d. i. v', den Fluchtpunkt der 
Grundrisse dieser Geraden repräsentieren. 

Die Perspektive der gesuchten durch (Xp, xj,) gehenden 
Senkrechten zu EbEg erhält man nunmehr unmittelbar als die Ver- 
bindungsgerade Sp = XpV, während sich die Perpektivc ihrer 
Gruudflächprojektion in der Verbindungsgeraden Sj, =^ XpV' 
ergibt. 

§ 453. 

189. Aufgabe: Gegeben sind «ine Gerade dureli ihre Perspck- 
tire Sp [Fig. 352, Taf. XSIS] und die PcrspcttiTe sj, ihres 
Gruudrisses und ein Punkt (ap, ap); durch letzteren ist eine 
Ebene senkrecht zu der Geraden (Sp, S[,) zu führen und 
dui'ch ihre BildÜächti'ace und die Perspelttlre der Grund- 
fläehtrace zu bestimmen. 

Die Lösung dieser Aufgabe wird, wie ohne weiteres ersicht- 
lich, lediglich in einer umgekehrten Folge der in dem eben vor- 
ausgeschickten Probleme angewendeten Konstruktion bestehen. 

Sind nämlich v der Fluchtpunkt und \^ die Perspektive der 
Gi-imdrissprojektion des Fluchtpunktes der gegebenen Geraden 
(Sp, Sp), so werden (wenn man die Horizontsebene He vorüber- 
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gehend als (jrundcbcne bütraehtet) , die Geradeu Av^^s nud 
Cv' ^^ (j beziehungsweise die orthogonale Bildfläehprojektion und 
die orthogonale GrundÜächprojektion des Fluchtstrahles der Ge- 
raden (Sp, Sp) darstellen, 

Führt man demnach durch C zu Cv' die Senkrechte Cv,, so 
wird dieselbe, wie der vorhergehenden Aufgabe zu entnehmen, den 
umgelegten Fluchtstrahl der Grundfiaehtrace der zu suchenden 
Ebene darstellen, während der Schnittpunkt V, mit der Horizonts- 
linie HH den Fluchtpunkt dieser Grundfiaehtrace repräsentiert. 

Um mithin die Perspektive Eg der Grundfiaehtrace Eg 
verzeichnen zu können, wird es genügen, einen zweiten Punkt 
derselben zu bestimmen. Als solchen wollen wir die Perspektive 
(Sg, Sg) der Grundfiäehprojektion des Durehstosspunktes einer durch 
(Hp, aj,) in der zu bestimmenden Ebene parallel zur Bildebene 
(Bildflächtrace) gezogeneu Geraden (Xp, )>[,) betrachten. 

Nachdem die Bildflächtrace senkrecht zu a ist, wird auch die 
Büdflächperspektive Xp durch ap senkrecht zu o zu führen sein. 
Die Grundrisspevspektive Xp geht durch ap und ist bekanntlich 
parallel zu HH oder gg. im Schnitte von \p und X], ergibt sich 
die Perspektive des Grundflächdiirchstosspunktes 8g, und mithin in 
v^5g ^= Eg die Perspektive der Grundfiaehtrace der ver- 
langten Ebene. Die Bildflächtrace Ej, geht durch den Schnitt 
Ä von Eg mit gg und ist parallel zu Xp, also senkrecht zu 5. 

Aus diesen in möglichster Ausführlichkeit besprochenen 
Prinzipien und den darauf gestützten Aufgaben dürfte der Ge- 
brauch der Grundebene bei perspektivischen Darstellungen 
vollkommen klar gelegt sein und auch kein Zweifel über den Zu- 
sammenhang zwischen der centralen und der orthogonalen 
Projektionsmethode obwalten. Ebenso wird es auch keinerlei 
Schwierigkeiten bieten können, von einer Projektionsart ohne wei- 
teres auf eine andere der genannten Darstellungsweisen zu über- 
gehen und diesbezügliche „Überführungen" sofort zu voll- 
ziehen. 
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d) PerspoktiviHche Darstellung architektonischer 
Objekte. 

§ 45i. 
Ällgcmoine Bemerkungen. 

Insofern, als man es in der Architektur grösstenteils mit Ge- 
bildeü zu thuii hat, welche durch drei Systeme von aufeinander 
senkrechten Geraden begrenzt sind, von welchen überdies zwei 
1 Ib H nt 1 1 liegen, das dritte jedoch vertikal ist 

( h d mn h a 1 p p 1 1 viach vertikal darstellt) , so ist ein- 
luhtnl la nub d perspektivischen Darstellung solcher 
Ob] kt n 1 n n d traten Projektionslehre aufgestellten 

all m Sat n unl L snugsweisen nur einen beschränkten 

(rebra h moclt nl la Ibst diese noch mannigfache Verein- 
fachungen gestatten werden. 

Aus der eben bezeichneten Lage der l''läehen und Tfanten 
folgt, dass es in den meisten Fällen zweckmässig sein wird, vor- 
erst das Bild des Grundrisses zu verzeichnen, sodann die ver- 
tikalen Kanten des Bildes in den einzelnen Eckpunkten des 
Grundrisses zu errichten und die betreffenden Längen daselbst 
ceutralprojektivisch aufzutragen, 

§ 455. 
Hoi'lzontslinle, Äugpunkt, Augdistanz. 

Es sei uns hier gestattet, einiges nochmals zu berühren, welches 
für die Konstruktion gefälliger und anschaulicher perspektivischer 
Bilder vou besonderer Wichtigkeit ist. Es sind dies einzelne Be- 
merkungen über die zweckmässige Wahl der Horizontshnie , des 
Haupt- oder Augpnnktes und der Augdistanz oder kurz der Distanz. 

Was die Horizonts- oder Horizontallinie anbelangt, so hängt 
die Annahme derselben von dem daran stellenden Gegenstande, von 
der Art des Bildes und der Aufstellung desselben ab. 

Ist beispielsweise ein Gesimse perspektivisch zu verzeichnen, 
so kann der Horizont verhältnismässig tief angenommen werden, 
während man ihn sonst gewöhnlich in der Mitte des Bildes wählt. 

Infolge des einmal angenommenen Horizonts kann der Aug- 
oder Hauptpunkt bloss nur noch in der Breitenriehtung der als 
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Bild£äche bestimmten Ebene beliebig gewählt werden. Die uatiir- 
licliste Lage des Augpunktes bietet der Mittelpuükt der begrenzten 
Bildfläche, indem man, um ein Bild zu betrachten, dasselbe ge- 
wöhnlich so Tor das beobachtende Auge zu stellen pflegt, dass sieh 
letzteres nahezu über oder unter dem besagten Punkte des Bildes 
befindet. 

Es wird daher, wenn ein Bild den gewünschten Eindrnck 
hervorbringen soll und nicht durch besondere Umstände andere 
Forderungen gestellt werden, der Augpunkt stets in der Nähe des 
Mittelpunktes desselben angenommen werden müssen. 

Eine Ausnahme hiervon könnte beispielsweise dann eintreten, 
wenn das Bild einen seitwärts liegenden Gegenstand von beson- 
derer Wichtigkeit oder hervorragendem Interesse enthält; in die- 
sem Falle wird selbstverständlich der Angpunkt nach der Seite 
dieses Objektes zu verschieben sein. 

Das Wichtigste bei perspektivischen Zeichnungen bildet die 
Annahme der ,, Distanz", welche, um das ganze Bild deutlich 
übersehen zu können, ohne den Kopf wenden oder die Stellung 
des Auges ändern zu müssen, wenigstens zweimal so gross 
angenommen werden nmas, als der Abstand des entfern- 
testen Punktes des Bildes vom Hauptpunkte. 

Ist also das Kechteek KLMN 
[Fig. 353] die begrenzte Bildfiäche 
und A der Augpunkt, so ist K einer 
jener Punkte des Bildes, welche 
von A am weitesten abstehen, wes- 
halb in diesem Falle die Distanz D 
wenigstens doppelt so gross als 
AK, daher als unterste Grenze 
D = 2 ■ AK, anzunehnieu wäre. 
Hieraus ist ersichtlich, dass die 

Augdistanz fast durchgeheuds eine solche Ausdehnung erhält, dass 
die Konstruktionen nur mit aliquoten Teilen derselben durch- 
geführt werden kimneu, 

§ 456. 
Teilung von Geraden. 

Die Teilung der Geraden wurde bereits in den §§ 62 und 63 
besprochen; es sei jedoch hier über diesen Gegenstand noch fol- 
gendes bemerkt. 
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a) Ist ab [Fig. 354] das Bild einer horizontalen, duroh die 
beiden Punkte a nnd b begrenzten Geraden, welche in eine be- 
stimmte Anzahl n gleicher Teile geteilt werden soll, so kann dies 
bekanntlich mit Benützung eines beliebigen, in der Horinonte- 
linie HH gelegenen Punktes V bewerkstelligt werden. 

Wird nämlich durch a eine zn HH parallele Gerade am ge- 
zogen, b mit V verbunden and bis zum Durchschnitte c mit am 
verlängert, ferner ac in die gegebene Anzahl gleicher Teile ge- 
teilt und die einzelnen Teilpunkte mit v vereint, so schneiden diese 
Teilungslinien die Perspektive ab in den an bestimmenden Teil- 
pnnkteu I, II 
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b) Um das Einteilen der Länge 
ac zu vermeiden, kann eine behebig 
angenommene Strecke al auf am 
nmal, beispielsweise bis C, aufge- 
tragen und c mit b verbunden werden, 
wodurch sich in der Horizontslinie 
H H der Punkt V ergibt, welcher mii 
den einzelnen Teilpunkten 1,2,3. 
der Geraden am zu verbinden ist. 
Die Richtigkeit dieser beiden Konstruktionen erhellt darat 
dass die einzelnen Teilungslinien, als anf einen gemeinschaftlichen 
Fluchtpunkt V zugehend, im Räume zu einander parallel sind, 
daher auch auf ab, sowie auf am, gleiche Stücke abschneiden. 

c) Dieselbe Teilung kann auch in der Art vollzogen werden, 
dass man auf der in dem einem Endpunkte a [Fig. 355] eiTicli- 
teten Vertikalen eine Länge al nmal aufträgt, den Endpunkt c 
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der so erhaltenen Länge mit dem Fluchtpunkte V der gegebenen 
Geraden ab verbindet, ferner die Vertikale bd errichtet und die 
Diagonale ad zieht. 
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Wenäen wm die einzeliien Teilpunkte der Geraden ac mit 
V verbunden, so schneiden diese Verbindungslinien die Diagonale 
ad in den Punkten 1', 2' , , . , während die durch diese Punkte 
geführten Vertikalen die Gerade ab in den gesuchten Punkten 
I, If . . . treffen. 

Werden sämtliche Linien dieser Kgnr in der L^e, in wel- 
cher sie sich im Räume befinden, auf die Bildfläehe übertragen, 
so wird die Richtigkeit des obigen Verfahrens von selbst klar; 
denn auf der Geraden AB [Fig. 356] wurde die Senkrechte AC 
errichtet, auf dieser eine Länge AI, von A nach C, n mal aufge- 
tragen und die Geraden CD, 11', 22' . . . parallel zu AB geführt, 
nachdem deren Perspek- 
tiven gegen den Flucht- ^ ^'^' 
punkt V der Geraden 
ab gerichtet sind. Die 
Diagonale A D , ent- 
sprechend der Geraden 
ad des Bildes, wird 
mithin in den Punkten 
1', 2' . . . in fi gleiche 
Teile geteilt , weshalb 
die durch diese Teil- 
punkte gezogenen Vertikalen die verlangte Teilung der Geradeii 
AB in gleicher Weise bewirken. 

d) Soll auf einer gegebenen Geraden abv [Fig. 354] eine 
schon in ihrer Perspektive gegebene Länge al mehrmals aufge- 
tragen werden, so kann dies in gleicher Weise wie in den unter 
a) und b) angeführten Fällen geschehen. 

Es wird nämlich ein beliebiger Punkt v der Fluchtlinie HH 
als Fluchtpunkt der Teilungslinien angenommen, durch a eine zu 
HH parallele Gerade am gezogen, I mit v verbunden und die 
Länge al auf am weiter aufgetragen. Die Verbindungsgei'adea 
dieser Teilpunkte mit V schneiden av in den verlangten Punkten 
I, H . . . . Wäre die Teilung weiter fortzuführen, und würde das 
Auftragen der Teile auf am der begrenzten Zeichnungsfläche 
wegen weiter nicht mehr möglich sein, so könnte man durch 
irgend einen der bereits gefundenen Punkte, beispielsweise durch 
b, eine zu am Parallele b^ ziehen und mit Hilfe der Längenstücke 
ba = aß ■ ■ ■ ^= ef die Teilung, so wie früher, fortsetzen. 

Wäre ein Längenstück ab [Fig. 35i] in eine Anzahl Teile zu 
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teilen, welche in einem gegebenen Verhältnisse zu einander stehen, 
so müsste die Teilung der za HH Parallelen am in demselben Ver- 
hältnisse vorgenommen werden, 

e) Sind in den einzelnen Teilpunkten einer Geraden ab 
[Fig. 357] vertikale Gerade, etwa als Mittellinien von Säulen, 
Bänmeu und dei^l. an errichten, so kann auch in der Weise 
vorgegangen werden, dass mau auf die in a errichtete Vertikale 
^ ^__ eine beliebige oder gege- 

bene Länge ac anftra^, 
diese in cl halbiert und die 
Geraden C¥ und dv gegen 
den Fluchtpunkt v der ge- 
■ gebenen Geraden ab führt. 
Sollen die einzelnen 
Mittellinien in der Ent- 
fernung al gezogen wer- 
den, so wird man in dem 
gegebenen ersten Teil- 
1 1' zu errichten und deren Durehschnitts- 
punkt e mit der Geraden dv mit c zu verbinden haben, um den 
nächsten Teilpunkt II zu erhalten. In derselben Weise wird die 
Teilung fortgesetzt. 

Es sind daselbst offenbar die Längen cd und el im Baiime 
einander gleich, folglich die Dreiecke cde und elM kongruent 
und daher auch die Strecken a I und I II gleich lang. 

f) Soll zwischen zwei perspek- 
Fig. S5ä. tivisch gegebenen Vertikallinien 

ab und cd [Fig. 358], deren Fuss- 
punkte a und c in einer und der- 
selben Horizontalebene liegen, eine 
dritte, in der Mitte derselben, an- 
gegeben werden, so kann dies 
durch perspektivisches Hal- 
bieren der Länge ac [nach a) 
oder b)]; oder auch derart ge- 
schehen, dass man einen beliebigen 
Pnukt b mit dem Fluchtpunkte V 
der Geraden ac verbindet und die Diagonalen ad und bc des so 
erhaltenen Rechtecks zieht. Dieselben schneiden sich in einem 
Punkte ü, durch welchen die fragliche Vertikal hnie fe zu führen ist. 
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Krelsperspefctive. 

In der Praxis wird (abgesehen von den in §§ 220 — 224 ge- 
gebenen Konstruktionen) das Bild eines Kreises, mit Beuötzung 
der Perspektive des 7.nr Bildfläehe parallelen Kreisdnrchniesserfi, 
zumeist in der Art verzeichnet, dass man die Bilder zweier, dem 
Kreise umschriebener Quadrate darstellt, wodurch acht Punkte der 
Peripherie nebst den zugehörigen Tangenten erhalten werden. Hier 
seien noch folgende Fälle einer näheren Betrachtung unterzogen. 

a) Es kömmt häuftg vor, dass das Bild abcf [Fig. 359] eines 
Quadrates gegeben ist, in welches ein Kreis eingeschrieben werden 
soll und bei welchem die Fluchtpunkte der Seiten unzagänglich 




sind. In einem selchen Falle fällt immer der Fluchtpunkt v der 
einen Diagonale cf innerhalb der Zeichnungsfläche und kann dem- 
gemäss zui- Bestimmung der vier Berührungspunkte des Kreises 
mit dem gegebenen Quadrate, sowie auch zur Verzeichnung der 
Perspektive eines zweiten Quadrates benützt werden, dessen Seiten 
gegen jene des ersteren unter einem Winkel von 45° geneigt sind. 
Um die Berührungspankte 3, 4, 5 und 6 zu erhalten, sind 
bloss die Seiten des gegebenen Quadrates perspektivisch zu hal- 
bieren. Zn diesem Zwecke ziehe man durch irgend einen Punkt 
der Geraden ov eine Gerade mn parallel zur Fluchtirace Ev der 
Kreisebene und verbinde den Punkt b mit v. Wird nun das auf 
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mn abgeschnittene Stück uaintp perspektivisch halbiert, 6)9 nach 
uy übertragen, und werden die Punkte y und cp mit v vereint, so 
sehneiden diese Geraden die Seiten des Quadrates in den vier Hal- 
bierungspunkten 3, 4, 5 und 6. Diese Punkte geben mit ver- 
bunden die Diagonalen des gesuchten zweiten Quadrates. 

Um jene Punkte 1 und 2 zu finden, in welchen der Kreis die 
Diagonale ab schneidet, hat man diese Gerade in dem bekannten 
Verhältnisse l:y"2— 1 zu teilen. In demselben Verhältnisse wird 
demnach auch die Strecke w a au teilen sein, was einfach dadurch 
bewerkstelligt werden kann, dass man über wa, als Radius, einen 
Kreisbogen ccS von 45° beschreibt und den Endpunkt 5 desselben 
senkrecht auf mn nach ß projiziert. 

Es ist sodann bloss «ß nach oe zii übertragen imd sind die 
Punkte e und ß mit v zu verbinden, um im Durchschnitte dieser 
Geraden mit den eben gefundenen Diagonalen der vier Eckpunkte 
des zweiten Quadrates ghik, dessen Seiten die Kreispei-spektive 
berühren und die Diagonalen ab und cf in den vier Punkten. 
1, 2, 7 und 8 des Bildes schneiden, zu erhalten. 

Eine zweite Lösungsweise wäre jene, wo man über der 
Länge wct keinen Kreis beschreibt, sondern durch den Punkt a 
eine Gerade av [Fig. 360] unter einem Winkel von 45° gegen mn 
zieht und ov senkrecht auf av errichtet. 




Wird nun aus o mit dem Eadius wv ein Kreis beschrieben, 
so schneidet er die Gerade mn in den Punkten S und 7, welche 
samt den Punkten (p und s, die durch die Senkrechten vip und [ts 
(ufp^^oe) erhalten werden, in derselben Weise wie im vorigen 
Beispiele zu benützen sind, um die Punkte 1 bis S der Kreisper- 
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spektive, sowie das Bilil des zweiten dem Kreise umschriebenen 
Quadrates ghik zu orbalten. 

bj Ist die Perspektive abcd [Fig. 361] eines dem Kreise um- 
sdiriebenen Quadrates gegeben, und hat die Kreisebeue eine solche 
Lage, dass deren Flachttraee ausserhalb der Zeichuungsfläehe fällt, 
ao kann selbstversi^ndlicb der Fluchtpunkt v der Diagonale cf nicht 
benutzt werden, daher allenfalls folgendes Verfahren eingeschlagen 
werden kann. 

Man ziehe zwei Gerade mn und MN parallel zur Pluchttrace 
der Kreisebene, verlängere zwei gegenüberliegende Quadratseiten 




af und bc bi& zum Dnicbschnitte / ö C D mit diesengGeraden 
und bei^chreibe ubei den Duichmessem ^S und CD Halbkreise; 
ziehe feiner die Ridien n\L uv OH OK sowie de bezüglichen 
Tangenten a|t,, ßv, AH, BK unter je einem Winkel von 45° gegen 
MN, mn und fälle ilie Perpendikel ji-s, v(p, HE, KF auf die bei- 
den vorbezeichneten Geraden. 

Verbindet man sodann die zusammengehörigen Punkte der 
Geraden mn und MN miteinander, so ergeben sich im Durchschnitte 
der Geraden öE, tpF mit den Diagonalen ab, cf des gegebenen 
Quadrates die Berührungspunkte 1, 2, 3, 4 des zweiten Qua- 
drates mit der Kreisperspektive und im Schnitte der Geraden Ow 
mit den Seiten ac und bf die Berührungspunkte 7 und 8 dieser 
beiden Seiten mit dem Kreise. Endlich liegegnen die Linien Aa, 
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Bß den obigeii Diagonalen in den Endpunkten p, q, r, s fiaew 
Quadrates, dessen Seiten pq und PS die Gerade uO in den Eck- 
punkten h und k des zu suchenden zweiten Quadrates treffen. Es 
ist mithin bloss h mit 1 und 3, k mit 2 und 4 zu verbinden, um 
das Bild dieses Quadrates zu erlialten, dessen zweite Diagonale gi 
die Seiten af und bc des ersten Quadrates in den Berührungs- 
punlrten 5 und 6 schneidet. Man berücksichtige bei allen diesen 
Konstruktionen den Zusammenhang mit dem Satze l in § 145. 



§ 458. 
Kuf,^elpei'8pelitive. 

Der Umriss der Kugel wird zumeist nach der im § 337 an- 
gegebenen Methode gesucht. Sehr einfach können jedoch die senk- 
rechten Achsen desselhen gefunden und über denselben die Ellipse, 
als welche sich der Umriss perspektivisch darstellt, aus vier Kreis- 
bögen mit hinreichender Genauigkeit zusammengesetzt werden, da 
die Achseudifferenz in allen praktischen Fällen äusserst gering ist. 
Ist [Fig. 362] der Kugelmittelpunkt und K der in der Bild- 
fläche liegende grösste Kreis der Kugel, so denke man sich an diese 
einen berührenden Kegel aus 
dem Projektionscentrum als 
Spitze, und einen zweiten auf 
der Bildfläehe senkrechten, 
berührenden Kegel gelegt, 
dessen Höhe die Distanz D ist. 
Sehneidet man beide Ke- 
gel durch eine Ebene, welche 
durch das Oentrum und die 
Gerade Ao geht und dreht 
dieselbe um Ao in die Bild- 
ebene, so gelangt das Cen- 
trum in die im Punkte A auf 
Ao gefällte Senkrechte, während die Spitze des zweiten Kegels in 
das im Punkte auf Ao errichtete Perpendikel So fällt. Die aus 
den beiden umgelegten Kogelscheiteln an den Kreis K gezogenen 
Tangenten T, T^, Tg, Tg schneiden auf Ao Längenstücke ab, welche 
beziehungsweise den beiden zu suchenden Achsen gleich sind. 

Die grosse Achse wird durch die aus dem umgelegten Cen- 
trum gezogenen Tangenten in den Punkten I und II begrenzt, wäh- 
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rend das durch die beiden anderen Tangenten begrenzte Stück der 
Geraden Ao, als kleine Achse, auf die im Halbierungspankte 
der Länge I U errichtete Seukreehte zu übertragen ist, woselbst 
mithin Olli = OIV :=^ Ol wird. 

Fallen die umgelegten Spitzen, wie dies zumeist der Fall ist, 
ausser die Zeichnungsfläche , so wird man ebenso einfach mit Be- 
uUtzung von aliquoten Teilen der Distanz zum Ziele gelangen. 

Kann man beispielsweise bloss den dritten Teil der Distanz in 
Anwendung bringen, so teile man Ao in drei gleiche Teile, so dass 

0« ^= . Ao wird, errichte in a. und die Senkrechten ai und oS 

auf Ao und trage auf denselben die Längenstucke aA = oS gleich 
dem dritten Teile der Augdistanz D auf; beschreibe ferner aus den 
Kreis k mit Ein Drittel des Halbmessers vom Kreise K als Ra- 
dius, führe aus den Punkten A und S die Tangenten At, Atj, St^ 
an den Kreis k und ziehe schliesslich die fraglichen Tangenten 
T, Tj, Tj parallel zu den letztbezei ebneten au den Kreis K. 

Dass ot die kleine Halbachse des Umrisses ist, folgt daraus, 
dass die Büdflächtraeen der beiden, aus dem Centrum an die zweite 
Kegelfläche gelegten Berührungsebenen zu einander und zu Ao 
parallel sind, daher als Tangenteu an den Umriss den Endpunkten 
der kleineu Achse desselben entsprechen und in einem Abstände 
sich vorfinden, welcher dem Durchmesser des Baeiekreises vom 
zweiten Kegel gleich ist. 

§ 459. 

Bein erklingen über die Verzciclinung des perspektirlsclieii 

Grundrisses. 

Die Objekte stehen entweder mit einer Seitenfläche parallel 
und mit der anderen senkrecht zur Bildfiäclie (frontal), oder die 
aufeinander aenkreclit stehenden Seitenflächen sind gegen die Bild- 
ebene unter 45" geneigt, oder endlich schliessen die Seitenflächen 
verschiedene Winkel mit der Bildebene ein. 

Im ersten Falle hat mau horizontale, zur Bildfiäcte parallele 
und beziehungsweise im Hauptpunkte verschwindende Gerade zu 
verzeichnen; im zweiten Falle verschwinden die horizontalen Kan- 
ten in den Distanzp unkten und man erhält die sogenannte „An- 
sicht übers Eck"; im dritten Falle endlich sind vorerst die 
Fluchtpunkte der betreffenden Kanten auszumitteln. Letztere fallen 
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jedoch gewüliülich ausserhalb der Greiizeu der Zeichuinigsfläche, 
daher man sich mit aliquoten Teilen ihrer Entferuung vom 
Aug- oder Hauptpunkte behelfen muss. Ein einfaches Verfahren, 
welches in einem solchen Falle angewendet werden kann, ist 
folgendes. 

Es seien beispielsweise ab und ac [Fig. 363] die Perspektiven 
zweier in a sich schneidender Geraden, welche in einer horizon- 
talen Ebene liegen und einen rechten Winkel einschliessen ; man 
soll die diesen Geraden eutspreclieiide Augdistanz unter der Be- 
dingung auffinden, dass ab und ac die Richtungen der Per- 
spektiven der Seiten eines Quadrates von gegebener Eau- 
teuläuge MN darstellen, dessen Eckpunkt a der Schnitt von 
ab und ac ist. 

Auf den ersten Blick ist ersichtlich, dass die Fluchtpunkte 
V^ und Vg dieser beiden Geraden ausser die Zeicbnungsgrenze 



C v^ V f,, M ,N w 

0^ '..■-:..:..:^'Cj---' ^--^if 



fallen. Um daher aliquote Teile der Entfernungen Av^, Av^ zu 
erhalten, teile man die Gerade Aa geometrisch in so viel gleiche 
Teile, als man die Abstände der Fluchtpunkte v^ und Vj von A zu 
teilen sich veranlasst sieht, d. h. so, dass der erste Teilpunkt dieser 
Entfernncgen noch innerhalb der Zeich nun gsfiache zu liegen kömmt. 
Hier wurde die Konstruktion mit den halben Entfernungen 
durchgeführt; man hat also aA im Punkte m zu halbieren uud 
durch m die Parallelen zu ac und ab zu führen, nm im Schnitte 
derselben mit der Horizontslinie die Haibierungspunkte -~ > -~ 
der Längen AVj, Av^ zu erhalten. 
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Behufs Auffindung der Distanz D deute man sich durch V^ 
und Vj die den Geraden entsprechenden Flucht- oder Parallel- 
strahlen geführt, welche sich selbstverständlich im umgelegten Pro- 
jektion scentrum C schneiden und einen rechten Winkel einachliessen. 

Es werden demnach auch die durch --yt -y- zu den vorbezeichne- 
ten Flu chtstra bleu parallel gezogenen Geraden einen rechten Win- 
kel bilden, sieh jedoch in einem Punkte der aus dem Projektions- 
centrurn auf die Bildfläche gefällten Senkrechten schneiden, welcher 
von der Bildebene um die halbe Distanz absteht. 

Legt man die Horizontalebeue samt den eben genannten Goraden 
in die Bildfläche um, so wird der besagte Schnittpunkt - - im Perpen- 
dikel A— KU H H liegen, während die Punkte -n^~i~ ^^^ ^^ 
der Drehungsachse befindlich, ungeäudert bleiben. Da die umge- 
legten Geraden -^"s" ^^^ "9" "9" ^^^^^^ rechten Winkel einsch Hessen, 
so wird der Punkt --. nach vollbrachter Drehung erhalten, wenn 
man über '- - ^- als Durchmesser einen Halbkreis besehreibt und 

diesen mit der Geraden A-^ zum Schnitte bringt. Es ist somit 

. D^ 

^' "2 ■ 

Was den zweiten Teil unserer Aufgabe betrifft, nämlich 
auf den Seitenrichtungen ab und ac Stücke abzuschneiden, die der 
gegebenen Strecke M N gleich sind, so ist es zweckmässig, von dem 

Vi C V, 

bereits umgelegten rechten Winkel -3- -^ -ö" sofort Gebrauch zu 

machen. 

Vorausgesetzt, dass a in der Bildfläche liegt, mache man 

— a^-g-ß^MN, bestimme die Projektionen dieser Längen auf 

der Horizontalen a'ß', 

durch a gezogene Horizontallinie nach ab', ac' und ziehe schliess- 
lich die bildflächprojizierenden Geraden b'A, t^A, welche auf den 
Perspektiven der gegeheuen Geraden die bestimmte Länge ab- 
schneiden. 
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Id Tielen Fällen lässt sich aueh der Teilungspunkt, o^er 
ein aliquoter Teil seines Äbstandes vom Hauptpunkte A mit Vor- 
teil benutzen. Auch ist zu empfehlen, den Fluchtpunkt der 
Diagonale aufzusuchen, welcher sich bekanntlich einfach ergibt, 


wenn man deu rechten Winkel bei -^ halbiert, die Halbieruugs- 

linie mit der Horizontslinie H H zum Schnitt bringt und 



Hat man endlich aus irgend einem Punkte gegen die Flucht- 
punkte Vj, Vg Geraden zu ziehen, so sind hierzu die Punkte 

-^1 -^ oder allgemein -- ' — derart zu benützen, dass man den 

gegebenen Punkt mit dem Hauptpunkte A verbindet, diese Gerade 
in zwei oder allgemein in n gleiche Teile teilt, den dem Haupt- 
punkte A nächsten Teilpunkt mit — und — vereint und aus dem 

gegebenen Punkte zu letzteren Geraden die geometrisch Paralle- 
len zieht. 

Zur Verzeichnung des vorerwähnten Quadrates a b c d wird 

man also durch b und c zu den Geraden n ~- , resp. p -^ die 

Parallelen bd und cd führen, welche sich in einem Punkte d der 
Diagonale ado sehneiden müssen. 

Bezüglich der Konstruktion perspektivischer Grundrisse 
sei noch folgendes bemerkt. 

In vielen Fällen ist es wünschenswert, jenen Teil des Zeich- 
nungshlattes, auf welchem das perspektivische Bild hernustellen ist, 
so viel als möglich frei von Konstruktionslinien zu erhalten. Dies 
kann dadurch erreicht werden, dass man für den Fall, als unter 
der Bildgrenze noch Raum auf der Zeichnungsfiäche zur Ver- 
fügung steht, das Auge oder Projektionscentrum samt der Hori- 
zontslinie und allen in ihr liegenden Punkten, sowie die Ebene 
des perspektivischen Grundrisses, beliebig tief in vertikaler Rich- 
tung verschiebt und in dieser neuen Stellung die Perspektive des 
Grundrisses verzeichnet. 

Es ist einleuchtend, dass sich hier die gegenseitigen Verhält- 
nisse der Grandrisse nicht ändern, und dass demnach auch alle 
vertikalen Linien, die in den einzelnen Punkten des Grundrisses zu 



y Google 



— 631 — 

erriehteE sind, dieselben bleiben, da die VerschiebuHg ia vertikalei' 
Richtung vorgenommeu wurde. 

Bevor wir diese Methode in ihrer Anwendung zeigen, wollen 
wir vorher noch die „Höhenbestimmung" naher besprechen. 

§ 460. 
Höiienliestimmiiiig einzelner Puiikle. 

Hat man die Pei^spektive des Grundrisses ermittelt, so sind 
zur Auffindung der einzelnen Punkte des Bildes bloss auf den 
hierzu Senkrechten die gegebenen Entfernungen von der Grund- 
ebene auf bekannte Weise perspektivisch abzuschneiden. 

Aus dem vorher angedeuteten Grunde jedoch (um nämlich auf 
der l'läche des Bildes nicht ku viele Konstruktionslinien zu er- 
halten) kann mau die Höheubestimmung sämtlicher vertikalen 
Geraden in einer einzigen Vertikalebene vornehmen, welche 
man wieder samt dem Auge (Centrura) parallel zu sich selbst in 
horizontaler Richtung so weit fortgeschoben denkt, bis der 
Haupt- oder Augpunkt an die Grenze der Bildfläche, oder 
wenigstens uahe an dieselbe zu liegen kömmt. 

Da in der so erhaltenen Ebene die Höhenbestimmung ausser- 
halb des darzustellenden Bildes vorgenommen wird, so ist der 
Zweck erreicht, und es werden die zu suchenden Punkte selbst 
in. den durch die eben bestimmten Höheupunkte gezogenen Hori- 
zontallinien erhalten. 

Es sei beispielsweise BJK [_Pig. 364] die untere Horizontal- 
grenze des Bildes, und auf der Zeichnungsfläche nach unten und 
rechts ein freier Raum benutzbar. BJ sei zugleich die Bildfläch- 
trace Gb der Grundebene GE, auf welcher eine durch rechteckige 
Seiten Wandungen begrenzte Mauer aufruht; A sei der Hauptpunkt, 
HH die Horizontslinie. 

Denken wir uns die Grundebene oder eine andere Horizontal- 
ebene samt dem Centrum so lange vertikal nach abwärts be- 
wegt, bis der Hauptpunkt nach Aj gelangt, so wird AjH^ die neue 
Horizontslinie repräsentieren, während die Bildfläehtrace G^G^ der 
neuen Horizontalebene, je nach Massgabe des nach unten zu Ge- 
bote stehenden Raumes, mehr oder weniger tief unter h^H^ ange- 
nommen werden kann. 

Selbstverständlich werden alle in der früheren Horizontslinie 
HH sieb befindlichen Fluchtpunkte, Teilungspunkte u. s. w., sowie 
die Distanzpunkte vertikal in die neue Horizontslinie he 
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werden müssen. In der so fixierten Grundebece konstruiere man 
nun den G-rundrisa M"N"P" der im Bilde sichtbaren Mauerfronteo. 




Auf gleiche Weise denke man sich eine beliebige vertikale, 
auf der Bildfläcbe senkrecht« Ebene, gleichsam als vertikale Pro- 
jektionsebene für die gleichnamigen Kanten, in horizontaler Rich- 
tung samt dem Auge (Projektionscentrum) beliebig weit nach rechts 
versetzt, so dass beispielsweise die Vertikallinie VV nach CF und 
der Hauptpunkt A nach Ag gelangt. Die Bildflächtrace Fb dieser 
Vertikalebene kann beliebig gewählt werden. 

Die Bildfläcbtracen GjGj und Fb der gewählten Horizontal- 
und Vertikal-Ebene schneiden sich in G^ und die neue Horizontal- 
linie H^H^ trifft die Vertikallinie CF in C; es wird mithin CGj die 
Schnittlinie dieser beiden Ebenen bestimmen. Auf gleiche Weise 
kann die Gerade Ag L (L Schnittpunkt von Fb mit der früheren 
Bildflächtrace Gb = BJ) als der Schnitt der Grundebene GE mit der 
neuen Vertikalehene betrachtet werdcD. 

Um die Umtidrisslinien der Mauern zu erhalten, wird man 
: den Punkt M" die Horizontale M"ni" bis zum 
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Schnitte m" mit CG, ziehen uüd in m" und M" die Perpendikel 
M"IVI und m"m errichten, von welchen das letztere die Gerade AjL 
in ni' trifft. Die durch m' gezogene Horizontale M'm' schneidet 
sich mit M" M in dem verlangten Paukte M' . 

Weiter handelt es sich um den Punkt M, welcher von der 
Grundebene um die Mauerhöhe absteht. Zu diesem Zwecke ist vor- 
erst auf m' m ein Stück abzuschueiden, welches der Mauerhöhe 
gleichkömmt, was bekanntlich dadurch bewerkstelligt wird, dass 
man auf der BildÜäehtraee Fb die Strecke L6 gleich dec Mauer- 
hÖhe aufträgt und 6 mit Ag verbindet, wodurch in der Geraden 
fn" m' der Punkt m erhalten wird , durch welchen die Horizontale 
Mm gezogen, die Gerade M"M' in dem fraglichen Paukte M schneidet. 

Auf gleiche Weise kann die Mauerkante N' N sowie jede 
andere Kante bestimmt werden, woraus ersichtlich ist, dass mittels 
der Geraden A^ö die Höhenpunkte aller gleich hohen Mauerkanten 
bestimmt werden können. 

Hat man derart die Grenzkanten der darzustellenden Mauer 
gefunden, und soll daselbst noch ein Steinschnitt, allenfalls von 
abwechselnd höheren und niederen Quadern angeordnet werden, 
so sind bloss die einzelnen Qnaderböhen von L gegen 6 nach den 
Punkten 1, 2, 3 . . . aufzutragen und diese Teilpunkte mit dem 
Augpunkte Ag zu verbinden. Diese Geraden werden auf den Ver- 
tikalprojektionen mm', n n' , p p' der Kanten MM', NN', P P' jene 
Punkte a^, ß^ . . ., a^, ßa ■ • ■ bestimmen, durch welche bloss die 
Horizontallinien zu ziehen sind, um auf den obgenannten Kauten 
die Teilpunkte 1, 2, 3 ... , I, II, IM . . . zu erhalten. 

Aus diesem Beispiele ist ersichtlich, dass für gewisse Fälle 
die angeführte Methode mit Vorteil benützt werden kann, und 
dass insbesondere zur Bestimmung der Höhen verschiedener Punkte 
es geraten erscheint, sich einer einzigen Vertikalebene zu bedienen. 

Darstellung verschiedener Objekte. 
§461. 
Stiegen. 
Nehmen wir an, A und B [Fig. 365] wären zwei Mauerwan- 
dungen, beziehungsweise parallel und senkrocht zur Bildebene; es 
lehne sich an dieselben eine Stiege, welche, wie aus dem Grund- 
risse ersichtlich, zu beiden Seiten den Aufgang f 
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Das Profil in der Maoerfläebe B [Fig. 366] wird auf bekannte 

Art und wie aus der Figar ersichtlich, konstruiert. Es werden sonach 

nur noch die Bilder der vertikalen Kanten 

^^ ^^ dei Stufen (in der freien Ecke aaß . . . b 

deiselbenj zu bestimmen sein. Betrachten 
■wir den (Tinnjri'ss [Fig. 365], so ist zu 
ersehen, da«s sich die horizontalen Pro- 
jektionen a ß, 7 . dieser Kanten als 
die Eckpunkte dei Diagonalen von Qua- 
diäten eigeben, welche die Stufenbreite 
zni Seite haben 

Trägt man also im Bilde auf ax 
[Flg. 366] die Stufenbreite entsprechend 
oft auf, zieht aus a eine unter 45° gegen die Bildfläche geneigte 
Gerade aY und verbindet die vorbezeichneten Teilpunktc 1 , 2, 3 , . . 
mit dem Äugpunkte A, so wird aY in den Pusspunkteu a, ß, y . . . 
dieser Kanten geschnitten. In den so erhaltenen Punkten sind 
nun Vertikallinien zu errichten und von denselben bloss jene der 
Stufenhöhe gleichen Stücke zu benützen, welche innerhalb je 
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zweiei, die Stufenhohe begienzenden (ans den Eckpunkten des 
Stiegenproflls der Miuer B gefühlten) Hoiizontallinieu liegen 

4u& den so eihaltenen Eckpunliten sind die Stufenkanten gegen 
den Haupt- odei Augpankt A und zwai bis zum Schnitte mit der 
Manerflache A fortzusetzen In jener Maueiflache A wiid sehhesshch 
das Piofl! perspektivisch zu vei zeichnen sein, welche'^, als zui Bildflache 
parallel, in einer dem wirkliclieu Profil ähnlicheu Form erscheint. 
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Zu diesem Behufe wird die letzte Teilungelinie SA bis zum 
Schnitte n mit der Mauevwand A, sowie die Kante aA bis m zu 
verlängern und in n die Vertikale np bis zum Schnitte p mit der 
der höcbstliegeüden Platte augehörigen Grenzkante zu ziehen sein, 
wo dann bloss über mn als Breite und np als Höhe das ähnliche 
Profil zu verzeichnen ist. Die sich so ergebenden Kanten desselben 
werden jedoch nur teilweise sichtbar erscheiuen. 

Das Abschneiden der Stufenhöhen auf den in a, ß, 7 . . . 
errichteten Vertikailinien kann auch, ohne das Profil der Mauer- 
fläche B zu benutzen, derart geschehen, dass man in den beiden 
Punkten a und Y vertikale Geraden zieht, auf jeder derselben 
die Stufeuhbhe entsprechend oft aufträgt und die gleich hoch ge- 
legenuu Punkte miteinander verbindet. 



§ 462. 

Eine grössere Stiegenanlage wurde in Fig. 368 dargestellt. 
Der Gruudriss dieser Anlage sei in Fig. 367 gegeben. Dieselbe 
soll eine gegen die Bildebene geneigte Lage erhalten. 




In erster Reihe ist es hier notwendig, die Fluchtpunkte der 
beiden Systeme von parallelen, und beziehungsweise aufeinander 
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senkrechten Geraden zu fixieren, nm vermittels derselben den per- 
spektivischen Gnindriss verzeichnen zn können. Es sei A der 

Hanpt- oder Augpunkt, -r- und ~ seien die vierten Teile der 

Entfernungen der obgenannten Flucht- oder Verschwindungsp unkte 

von demselben, und ^ Di -f- sei der umgelegte oberwähnte rechte 

Winkel. Mit Zugrundelegung dieser Daten ist die Perspelrtive 
des Grundrisses oder wenigstens der wichtigsten Teile desselben 
aufzufiuden. Hier wurde keine neue Grundebene gewählt, son- 
dern die Konstruktion sogleich in der horizontalen Ebene des 
Terrains durchgeführt. 

In einem solchen Falle ist es zweckmässig, eine Vertikalebene 
behufs der ,, Höhenbestimmung" anzuwenden. Es wurde da- 
selbst der Augpnnkt nach A^ versetzt und die Vertikale JZ als die 
Bildfläehtrace der Vertikalebene, AgJ daher als deren Grundfläch- 
trace angenommen. Auf IZ ist nun von J die Stufenhöhe ent- 
sprechend oft aufzutragen, und sind die Teilpunkte 1, 2, 3 . . . 
mit Ag zu verbinden. 

Die Konstruktion des Bildes besteht der Hauptsache nach in 
der Verzeichnung der einzelnen Profile. 

Nachdem der Punkt a in der Bildebene liegend vorausgesetzt 
wurde, so stellt sich die in diesem Punkte aufsteigende, vertikale 
Stufenkante in ihrer wahren Länge dar, Ist der Fluchtpunkt 
der Diagonale, so ist aO jene Gerade, in welcher sich die Projek- 
tionen der Stufenkanteu 1 ... 4 vorfinden müssen. Errichtet man 
in den so erhaltenen Projektionen die Perpendikel auf HH, trägt 
auf die in a errichtete Vertikale die Stufenhöhe (diesfalls) fünf- 
mal auf und verbindet sodann die Teilpunkte mit 0, so sind die 
vertikalen Stufenkanten bestimmt. Auf gleiche Weise werden jene 
Kanten gefunden, welche in der durch b gelegten vertikalen Dia- 
gonalebene liegen. 

Noch einfacher ergeben sich die in der Mauerfläche cd liegen- 
den Stieg enprofile. Verlängert man nämlich cd bis zum Schnitte f 
und g mit der Horizontalen af^GJ (Bildfläehtrace der horizon- 
talen Ebene des Terrains) und der Trace A^J, trägt sodann auf 
der in f errichteteu Vertikalen die Stufenhöhe h wieder fünfmal 
auf und zieht in g eine Vertikale, welche durch die anfangs ge- 
führten Teilungslinien entsprechend geteilt wird, so sind nor die 
gleichnamigen Punkte beider Vertikalen zu verbinden, um die hon- 
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zoiitalen Profilkanten zu ei'balteii. Die vertikalen Stufenkanten 
sind so wie verlier in den betreffenden Punkten des Grundrisses 
zu errichten. Die zusammengehörigen Punkte der einzelnen Profile 
entsprechend verbunden, werden die Stufen des ersten Stiegen- 
armes der Anlage geben. 

Von den zunächst folgenden Stiegenarmen sind bloss die rechts- 
liegeuden Stufen teüweise sichtbar. Man verzeichne also das in der 
Mauer M [Fig. 367] übende Profi! aß^Sscp [Fig. 368] auf gleiche 
Weise wie jenes in der Manerfläehe cd, wobei unr zu berüeksieh- 
tigen ist, dass die der Mauerfläche M zugehörige Grnndrisslinie hk 
nicht so weit verlängert werden kann, bis sie die Horizontale af 
innerhalb den Grenzen der Zeiehuungsfläche schneidet. 

Man nehme daher einen beliebigen Punkt h der Geraden hk an, 
ziehe durch denselben die Horizontale hhj bis zum Schnitte h, mit 
der Trace AgJ und errichte in h^ ein Perpendikel auf HH, welches 
durch die Teilungslinien in den Punkten 6 bis 9 getroffen wird. 
Letztere Punkte sind nun horizontal auf die in h errichtete Ver- 
tikale zu übertragen, um diese entsprechend zu teilen. Die Ge- 
rade hk schneidet verlängert A^J in I, daher die in I errichtete 
Vertikale ebenfalls in den Punkten 6 bis 9 geteilt erscheint. 
Je zwei gl eich benannte Teilpunkte verbunden, werden innerhalb 
der durch den Gruudriss bestimmten Profllkanten aa', yV . - . die 
horizontalen Kanten des Profils geben. Aus den einzelnen Ecken 
des letzteren sind die horizontalen Stufenkanten gegen den ge- 
meinschaftlichen Faucht- oder Verschwindungspuntt Bj der besagten 
Kanten zu ziehen, oder es können dieselben, falls sich Bj nicht 
mehr innerhalb des zur Benützung stehenden Raumes vorfände 
und man keine weiteren Hilfskonstruktionen anwenden wollte, mit 
Benützung des in der Mauerebene c d zu verzeichnenden Profils 
gefunden werden. Hieraus ist gleichzeitig ersichtlich, dass es für 
die Bequemlichkeit der Ausführung resp. Herstellung des perspek- 
tivischen Bildes vorteilhaft sei, wenn einer der beiden vorbezeich- 
neten Fluchtpunkte (wie dies hier der Fall ist) noch auf die Zeich- 
nungsfläche fällt. 

Endlich sind noch rechts jene Stufen zu verzeichnen, welche in 
der Fortsetzung der Mauerfläche iVl liegen. Zu diesem Zwecke schneide 
man auf der Geraden iTitp die Stufenhöhen ab, wobei die eine in 
der genannten Geraden verbleibt, die andere jedoch um eine Stufen- 
breite zurückversetzt werden muss. Die horizontalen Stufenkanten 
sind gegen den Fluchtpunkt B zu ziehen. 



y Google 



638 



Die Stiegenmaueni wurden stufenförmig abgesetzt. Die pei- 
spektivisclie Darstellung derselben unterliegt keinen Scbwierig- 
keiten. Die Höbe der Mauer über den Stufen kann beliebig ge- 
wählt werden, wälireud die Mauerstärke, die hier gleich der 
Stufeubreite angenommen wurde, aus dem gegebenen Grundrisse 
zu entnelimen ist. 



§ 463. 
190. Aufgabe: Kine Stiege mit zur Bilflebene paralleleo 
Stufen ist zu lieidcn Seiten von stufenförmig aufsteigenden 
Mauern Ibegrenzt; die ScTlbst- und Schlagschatten des Ob- 
jektes sind zu hestlmmen. 

Zum Behnfe der Koustraktion vorliegender Stiege sei noch 
folgendes in Kürze angeführt. 

Es seien akhg, a^kih^gi [Fig. 369] die Stirn- oder Front- 
flächen der beiden Seiteumauem M nnd Mj, und in deren Ebene 
ab ^ h die erste Stufenhöhe. Die Stufenbreite sei doppelt ao gross 
als die Stufenhöhe, Man verbinde a mit dem Hauptpunkte A 




und 'luhneide lul dn.'.ei Veibmdungsgeiaden so mpL Stufen- 
bieiten ab al-- Stuten voikommen woduieh mau die Punkte 
ß ■) eihalt Auf ag von b aus, die Stufenhohe ebenso 

oft aufgetragen und die Teilpunkte C, d, e mit A verbunden, be- 
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stimmen die jeweiligeu Scliuitte rler horizontalen Stufeuebeiien mit 
der Seiten wand. 

Man hat nun in ß, 7, & . . . die Perpendikel anf HH zu er- 
richten und davon jene Stücke, welche der Reihe nach zwischen 
je zwei in den gegebenen Abständen aufeinander folgenden Hori- 
zontalebenen liegen, also Tup, öt u. s. w. zu benützen. Die durch 
diese Punkte gezogenen Horizontalen repräsentieren sodann die 
Bilder der horizontalen, zur Bildebene parallelen Stufenkanten. 
Nach der vierten Stufe wurde ein Ruheplatz angenommen, hierauf 
die Stufen fortgesetzt nnd daselbst den Seitenmauern eine stufen- 
förmige Erhöhung gegeben. 

Die Fluchtpunkte der Lichtstrahlen and ihrer horizontalen 
oder Grundfläch-Projektionen seien beziehungsweise V und v (beide 
ausserhalb der Zeichnungsfläche). 

Zuvörderst ist ersichtlich, dass die Kante ag die Schatten- 
grenze der im Selbstschatten liegenden inneren Mauerfläche bildet, 
und dass diese letztere ihreu Schatten auf die einzelnen Stufen 
wirft. Dieser Schatten beginnt ofPenbar in b, und ist bloss b mit 
V zu verbinden, um sofort den Schatten bl auf der ersten hori- 
zontalen Stufenebene bTu zu erhalten. Auf der Vertikalebene Kg 
wird der dieabezüghche Schatten vertikal durch | II begrenzt, und 
ist diese Grenzlinie auf der zweiten horizontalen Stufenebene von 
li aus gegen den Punkt v bis zum Schnitte mit der Horizontalen 
aus dem vorher erhaltenen Punkte a fortzusetzen. Ein Gleiches 
wiederholt sich bei allen folgenden Stufen. Letztgenannte Schatten- 
grenze II V muss selbstverständlich nach dem Punkte C gerichtet sein, 
und man wird, um deren Bestimmung von dem erst gefundenen 
Punkte II unabhängig zu machen und um eine Kontrolle für die 
Genauigkeit der Arbeit zu haben, dieselbe jedenfalls gleich im 
vorhinein durch C ziehen. 

Würden sich die Schnitte der Geraden bv, cv , . . mit den 
durch IC, p . . . gezogenen Horizontalen sehr schief ergeben, so 
kann man die vertikalen Schatteugrenzen auch mit Hilfe der 
durch ak gehenden Horizontal ebene bestimmen. Verbindet man 
nämlich a mit v, so stellt av die Gruudfläcbtrace der durch ag 
gelegten Lichtebene vor, und zieht man durch ß, -y, S , . . die 
Horizontalen ßl' , y"' • ■ ■ ^^^ Tracen der zur Bildebene parallelen 
Stufen höhenebenen xp, ff-r . . . bis zum Schnitte I' , 11' . . . mit 
der erstereu Trace, so bestimmen die durch diese Punkte geführten 
Vertikalen die Schatten grenzen in den bezüglichen Ebenen. 
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Verbindet man den Eckpunkt g mit dem Fluchtpunkte V, so 
trifft dieser Lichtstrahl eine der ebeu gefundenen Schattengrenzen 
im Punkte IM, weshalb von ||| angefangen die zur Bildebene senk- 
rechte Mauerkante gm schattcnwerfeud wird. Von dem Schatten 
dieser Geraden entfällt der Teil III IV auf die durch i: gehende 
Horizontalebene; es ist demnach die Begrenzungsgerade III IV gegen 
den Haupt- oder Augpunkt A zu ziehen. Der weitere Teil IV V 
der Schatten grenze wird parallel zu AV sein, da AV die Flucht- 
trace der zu den Lichtstrahlen parallelen und zur Bildebene senk- 
rechten Ebenen darstellt, kann jedoch auch bestimmt werden, 
indem man die vertikale Stufenkante bis zum Schnitte X mit der 
horizontalen Mauerkante gm verlängert und X mit IV verbindet; 
denn würde man die betreffende Ebene fortsetzen, so erhielte man 
den Punkt X als Schnitt derselben mit der Kante mg, und somit 
anoh seinen eigenen Schatten. 

Auf dem angeordneten ßuheplatze ist V VI , als die Fort- 
setzung der Schattengrenze, gegen den Augpunkt A zu ziehen; bei 
VI wiederholt sich die gleiche Konsti-uktion wie bei IV V. In VII 
erhalten wir den Schatten des Punktes m, von wo aus die Mauer- 
werkfcante mp schattenwerfend wird. Die weitere Konstruktion 
ist der anfangs durchgeführten gleich. 

Bei der Seiteumauer M^ ist die Ausenseite k^ hj n, p^ r^ im 
Selbstschatten; die Begrenzung derselben bildet gleichzeitig die 
sehattenwerfenden Kanten fdr den auf die Grcndebene und den 
auf die rückwärtige Maueriläche fallenden Schlagschatten, dessen 
Grenzen anstandslos als der Schnitt von Ebenen mit Ebenen ge- 
funden werden können. 

§ 464. 
Die Schranbenlinie. 

Bei der Darstellung von Schrauben, Wendeltreppen u. s. w. 
findet eine Raumkurve, die „Schraubenlinie" praktische Ver- 
wertung, daher deren Konstruktion an dieser Stelle besprochen 
werden soll. 

Für Ranmkurven wird es zumeist am zweckmässigsten sein, 
sich vorerst die Perspektive ihrer Grund fläch projektion und die 
einer Vertikalprojektion zu verzeichnen, um sodann einzelne Punkte 
des perspektivischen Bildes der Kurve als Durchschnitte der be- 
treffenden projizierenden Strahlen zu erhalten. 
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Hat die daa-zustellende ebene oder Raumkurve besondere 
Eigenschaften, so wird man diese in vielen Fällen mit Vorteil zur 
Konstruktion des perspektiviaeien Bildes benützen können. 
Bin einfaches Beispiel bietet diesfalls die Schranbenlinie, 

So wie in der orthogonalen Projektion wollen wir auch hier 
bei Verzeichnung dieser Kurve von der wichtigsten Eigenschaft 
derselben, dass sie nämlich in jedem Punkte eine gleiche Nei- 
gung gegen eine bestimmte Ebene hat, ausgehen. Daraus 
folgt, dass gleichen Längenstücken der Projektion dieser Kurve 
auf die gegebene Ebene auch eine gleich grosse Höhenzunahme 
in bezug auf eine darauf senkrechte Richtung entspricht. 

Wir wollen hier nur den einfachsten, jedoch am häufigsten 
vorkommenden Fall betrachten, wo die Schraubenlinie in der 
Oberfläche eines senkrechten Cylinders mit kreisförmi- 
ger Leitlinie liegt, und letzteren so stellen, dass seine Achse 
parallel znr Bildfläche und vertikal, d. i. senkrecht zur 
Grundehene (horizontale Ebene) zu stehen kommt. 

Ist sonach Ei, [Fig. 370] die Bildfläehtrace der besagten hori- 
zontalen Ebene E, so wird in dieser vorerst ein Kreis zu verzeichnen 
und dessen Peripherie in eine beliebig grosse Anzahl gleicher Teile 
zu teilen sein. Die in den Teilpunkten errichteten Vertikalen wer- 
den sodann die einzelnen Lagen der Erzeugenden einer Cylinder- 
fläche vorstellen, welche sämtlich von der zu verzeichnenden Kurve 
so geschnitten werden, dass der Höhenunterschied je zweier 
Durchschnittspunkte dem zwischen den betreffenden Er- 
zeugenden in der Basisebene liegenden Kreisbogen pro- 
portional ist, woraus folgt, dass diese vertikalen Geraden nun- 
mehr bloss nach dem angegebenen Entstehungsgesetze der zu ver- 
zeichnenden Kurve zu teilen sind, um einzelne Punkte derselben 
zu erhalten. 

Ist die Perspektive eines Kreises derart verzeichnet, dass man 
unmittelbar die Bilder jener Punkte sucht, in welchen der Kreis 
in eine beliebige Anzahl gleicher Teile (am besten eine durch 8 
teilbare Zahl), hier in 8, geteilt wurde, so wird die Teilung der 
in diesen Punkten errichteten Vertikalen vorzunehmen sein. Zu 
letzterem Zwecke muss noch die Ganghöhe oder Steigung h der 
Schraubenlinie, d. i. der Höhenunterschied zweier Punkte der 
Schraubenlinie, welchen eine ganze Kreisperipherie entspricht, 
bekannt sein. 
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Zieht man nun in der Bildebene irgend eine auf die Bild- 
fiächtrace E\, senkrechte Gerade dm, trägt auf dieselbe die Gang- 
iiöHe h =^ d 8 auf und teilt diese in ebenso viele gleiche Teile als 
den Kreis, so kann die besagte G-erade dm als Bildflächtrace 
einer vertikalen Ebene betrachtet werden, deren Verschwin- 
dungslinie oder Fluebttraee die Vertikallinie VV ist. 

Unter dieser "Voraussetzung fällt der Haupt- oder Augpunkt A 
mit dem Teilungspunltte für alle in dieser Ebene befindlichen ver- 
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tikalen Geraden zusammen. Denkt man sich weitei die emzelnen 
Erzeugenden der Cylinderfiäehe auf diese Vertikalebene piojizieit, 
so werden die Perspektiven der Fusspnnkte 1 bis S dieser Erzeu- 
genden in die Sehnittgerade Ad der beiden vorbezeiehneten Ebenen 
derart fallen, dass je zweien dieser Punkte dieselbe Projektion zu- 
kömmt, weshalb die Projektionen von je zweien, gleich weit hinter 
der Bildebene liegenden Erzeugenden, in einer und derselben ver- 
tikalen Geraden sich ergeben werden. Verbindet man nun die 
einzelnen Teilpunkte der Geraden dm mit A, so vf erden durch 
dieselben die Projektionen der Erzeugenden der Reihe nach in 
2', 3' . 
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Behufs Auffindung der den einzelnen Erzeugenden entsprechen- 
den Punkte der Scbraabenlinie hat man nur zu berücksichtigen, 
dass der betreffende Schnittpunkt jeder einzelnen Eraeugenden in 
einer Höhe zu suchen sein wird, welche dem Abstände des Fuss- 
punktes derselben vom Ausgangspunkte 1 proportional ist. 

Werden nun die so gefundenen Punkte aus der Projektion in 
die betreffenden perspektivisch dargestellten Cylinder-Erzeugenden 
zurückgeführt, was selbstverständlich durch horizontale Gerade ge- 
schieht, so erhält man einzelne Punkte der Schraubenlinie für 
ein Gewinde, 

Sind mehrere Gewinde zu verzeichnen, so kann entweder auf 
dm die Teilung weiter fortgesetzt und in gleicher Weise wie bei 
der ersten Windung vorgegangen werden, odei" es kann, da der 
bewegliche Punkt bei jedem Umgang um den Cylinder eine 
gleiche Höhe durchläuft und die Erzeugenden parallel zur 
Bildfläehe sind, die Bestimmung weiterer Punkte so vorgenommen 
werden, dass man von jedem in der ersten Windung bestimmten 
Punkte auf der zugehörigen Erzeugenden die Scbraubenganghöhe 
(in der Länge wie sie sich in der Perspektive an der betreffenden 
Stelle ergibt und in der Projektion abgenommen werden kann), 
so oft mal aufträgt, als man Gewinde verlangt. Bei der "Verbin- 
dung der einzelnen Punkte ist zu beachten, dass sie in der Reihe 
vorzunehmen ist, wie die Erzeugenden der Cylinderfläche, in wel- 
chen die Punkte liegen, aufeinander folgen. 

Eine interessante Konstruktionsweise bietet die Schraubenlinie 
in der Lage, wenn ihre Achse senkrecht auf der Bildfläche steht. 
Geht die Achse überdies noch durch den Äug- oder Hauptpunkt A, 
so ist die Perspektive der Schraubenlinie eine hyperbolische 
Spirale. 

Die Konstruktion der Tangente an ngend einen Punkt der 
Kurve geschieht einfach dadurch, das« man ]n dem Fusspunkte 
der dem gegebenen Punkte zugehörigen Ei zeugenden an den Kreis 
eine Tangente zieht, auf dieser eine Lange abschneidet, welche der 
abgewickelten Kreislinie, vom Anfangspunkte der Schraubenlinie 
bis zu dem Pusspunkte der Erzeugenden (mit Berücksichtigung des 
ein- oder mehrmaligen Umganges) gemessen, gleich ist, und den 
so gefundenen Punkt mit dem gegebenen verbindet. 

Als ein einfaches Beispiel für die Verwertung der Schrauben- 
linie bei der Darstellung von Flächen möge das folgende 
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Die windschiefe Schraul)enfläche. 

Diese Fläche entsteht, wenn sich längs einer Schraubenlinie 
ä Gerade so fortbewegt, dass sie stets die Schraubenlinie so- 




wohl, als deren Achse schneidet nnd mit der letzteren einen 
konstanten Winkel einschliesst. 

Wir wollen die besagte Achse vertikal annehmen und die 
Schraubenlinie so verzeichnen, dass wir einzelne in horizontaler, 
also auch in vertikaler Richtung gleich weit abstehende 
Punkte derselben bestimmen. 
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Hat man die Schraubenlinie konstruiert, so ziehe man durch 
jenen Teilpunkt, welcher sich in der durch die Achse parallel zur 
Bildfläche gelegten. Ebene vorfindet, eine gerade Linie 11' [Fig. 371] 
derart, dass sie mit der Achse den gegebenen Winkel einschliesst, 
trage vom Punkte 1' derselben auf der Achse die Schraubengang- 
höhe so auf, dass 1 1 perspektivisch gleich 1' 1' wird und teile 
diese Strecke in ebenso viele gleiche Teile, als mau Punkte der 
Schraubenlinie in einem Gange bestimmte. 

Verbindet man hierauf die Teilpunkte der Achse der Reihe 
nach mit den gleich bezeichneten Punkten der Schraubenlinie, so 
ei'hält mau verschiedene Lagen von Erzeugeaden der Fläche, 
welche zu beiden Seiten der Achse von Kurvenästen umhüllt 
werden. Bis zu dieser Umhiillungskurve sind die einzeluen Er- 
zeugenden sichtbar, während der andere Teil derselben durch den 
vorderen Teil der Flache gedeckt erscheint. 

§ 466. 

191. Aufgabe: Es ist eine Lalbkrelsförmige Spiiidelstiege per- 
spektiviseli dai'zustellen. 

Es sei [Fig. 372] der Mittelpunkt der Spindel, Oa der Ea- 
dius derselben und Ob der Radius des Stiegen haus es. Die Stiege 
soll aus 17 Stufen bestehen (weshalb der über Ob als Radius ver- 
zeichnete Halbkreis in 16 gleiche Teile geteilt werden muss). Eine 
Stufenbreite b soll im Mittel der doppelten Stufenhöhe h gleich sein. 

Diesfalls wird es, behufs Teilung der einzelnen Vertikallinien, 
zweckmässig sein, eine vertikale Hilfsebene zu benützen. Es sei 
also Ag der verschobene Augpunkt, HjZ die Bildflächtrace und 
demnach A^ H^ die Grundfläehtraee derselben. Von den Teilpunkten 
1 bis 16 des Halbkreises bbj projizieren sich je zwei in einem 
Punkte der Trace A^Hj. 

Trägt man nun auf der Achse des S liegen hauses, sowie auf 
der Trace H^Z die Stufenhöhe so oft auf, als Stufen vorhanden sind 
und verbindet die so erhaltenen Teilpuokte der Trace H^Z mit Ag, 
so werden auf den in den einzelnen Punkten der Trace A^H er- 
richteten Vertikalen Strecken abgeschnitten, welche perspektivisch 
gleich der Stufenhöhe sind. 

Errichtet man ferner in den Teilpunkten der Kreislinie vertikale 
Geraden, so werden in denselben die Schnitte der vertikalen Stufen- 
seitenfläehen mit der innern eylindrischen Mauerflaehe des Stiegen- 
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liauses Hegen. Ea werden daher auf diesen Perpendikeln die Stnfen- 
höhen aufzutragen sein, was, wie aus der Zeiclinung ersichtlich ist, 
mittels der aus den entsprechenden Punkten der Vertikalebene ge- 
zogenen Horizontallinieu hewerkstelligt wird. Auf diese Weise er- 
hält mau die aufeinander folgenden Stofenhöhen Icc, ßy, Ss , . , 
und hat behufs deren Verbindung blo«s noch die 'Schnitte der hori 
zontalen Stufenflächen mit der St egenha sma e welche K e s 
bogenstücke sind, zu Terzeich en 

Bei einiger Übung wii-d es behufs Ve ze chn ng d e er Ell psen 
teile nicht erst notwendig se n we te e Pest nmungsst cke a f 
zufinden, da die beiden Endp nkte der elben seh nahe auem nder 
liegen und man aus der Entfe n ng 1 ebes '5t kes von 1er 4ch e 
und von der HorizontsUnie 1 e &ru se der K mun le cht 1 e 
urteilen kann. 

Wollte man jedoch zur gena en "\ e ze chnnng de K ve e neu 
weiteren Anhaltspunkt haben so konnte man 1 e langenten n den 
beiden Endpunkten auffinden n lern m n 1 er cks chtij,t dass 1 e 
zu suchende Tangente parallel zi jene t 4che man an den 
Basiskreis b bj in einem vert kal nte ob gern he h ungsp nkte 
gelegenen Punkte zieht. Man w de cl den nach 1 e Ting nt n 
in den einzelnen Teilpnnkteu des Ba k e s 7 eben nd 1 e f aj, 
liehen Tangenten entsprechend gegen d e Fl chti mkte de e teren 
führen. 

Ist das Stufenprofil in de '5t egenha ma er ^ef ul o hit 
man nur der Reihe nach je zwe n e ne H zontalel ene 1 e^end 
Punkte mit einem Teilpunkte de St e^ena hs z verl n le n 1 
bis zum Schnitte mit der &[ ndel zu ve langem Das s eh h er 
durch auf der Spindel ergel en le P ohl wa e n gle che ^ e e w e 
jenes auf der Stiegenhausmauer zu verzeichnen. Die Konstruktion 
desselben kann jedoch im vorliegenden Falle, da es im Bilde nicht 
sichtbai' erscheint, umgangen werden, würde aber bei einer frei- 
tr^enden Treppe durchgeführt werden müssen. In unserem Bei- 
spiele sind die horizontalen Stufenkanten bloss bis zur vertikalen 
Kante a' der Spindel sichtbar. 

Auf der anderen Seite der Spindel sieht man unter die Stiege; 
es wird sodann bloss eine Schraubenlinie als Schnitt der unteren 
windschiefen Stiegenfläche mit der Stiegenhausmauer zu verzeich- 
nen sein. Einzelne Punkte dieser Kurve sind leicht aufzufinden. 

Die letzte Stufenhöhe kömmt in die Kante b zu liegen, In 
dieser Höhe wurde eine Platte, auf Tragsteinen ruhend, angeord- 
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net, welche den Gang bilden soU und mit einem Gitter versehen 
ist. Die Fortsetzung der Stiege in das nächste Stockwerk wird 
ganz auf dieselbe Weise wie der soeben konstruierte Teil erhalten. 

§467. 
Gesimse. 

Bei der perspektiviachen Darstellung von Gesimsen handelt es 
sieh eigentlich bloss um die Darstellung jener Ecke, Gesimsgrat 
genannt, welche sich als Schnitt der an den Hauptmauern um- 
laufenden gleiehgestalteten Gesimse ergibt. 

Zumeist haben die beiden aneinander stossenden Mauern eine 
zu einander senkrechte Stellung, daher wir auch diesen Fall hier 
näher behandeln wollen. Wo dies nicht vorkömmt, unterhegen die 
Konstruktionen auch keinen Schwierigkeiten, indem es sich in allen 
Fällen eigentlich bloss um den Schnitt zweier horizontalen Prismen 
von bekannter gleicher Leitlinie handelt. 

Es sei also in Fig. 373 die horizontale Projektion (Gruudriss) 
eines Gesimses, dessen Profil abc . . . k in Fig. 374 angegeben ist. 
In K sei eine Ecke, von welcher ans die eine Mauerfront senkrecht, 
die andere parallel zur Bildfläche läuft. Das eben angegebene Profil 
sei der Durchschnitt einer durch K parallel zur Bildfläehe gelegten 
Ebene E mit dem Gesimse, Die Konstruktionen können wir so 
durchführen, als wenn jenes Profil in der Bildfläche läge, E also 
die Bildebene selbst wäre. 

Aus der Betrachtung des Grundrisses geht hervor, dass sich 
die fraglichen Eckpunkte Hj, Cj, Bj . . . des Schnittes beider Ge- 
aimsfronten ergeben, wenn mau von den Endpunkten a, C, e . . . 
des Profils E die Senkrechten aa^, cc^ . . . auf die Bildebene fällt 
und darauf Stücke abschneidet, welche der Ausladung der betreffen- 
den Gesimspunkte, d. h. dem Abstände derselben von der Mauer, 
gleich sind, da offenbar aa^ = ak, CC^ = ck . . . ist. 

Hierdurch ist auch die Konstruktion der Perspektive eines 
solchen Gesimses bereits gegeben. Ist somit abo . . . k (Fig. 374) 
das in der Bildfiache angenommene Profil E, so hat man die ein- 
zelnen Eckpunkte desselben mit dem Haupt- oder Augpunkte A 
zu verbinden und auf diesen Geraden (nach vorne zu) perspek- 
tivisch Längenstücke abzusehneiden, welche den Entfernungen der 
betreffenden Punkte von der Kante KK gleich sind. Es sind also 
al = aa, bll = bß . . . zu machen. 
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Die krammliiiigen Gesimsglieder werden in gleicher Weise be- 
handelt, indem man ihren Durchschnitt punktweise bestimmt, wie 
dies auch in der Pig. 374 bei den Punkten m und n durch gefithrt 
wurde. Hierbei wäre noch zu erwähnen, dass diesfalls durch- 
gehends mit ein Drittel Distanz gearbeitet wurde, daher die Ab- 
stände aa, bß . . . in drei gleiche Teile geteilt erseheinen. 

Mit Benützung des perspektiyischen Grundrisses und 
einer Hohenebene lässt sich dieselbe Aufgabe auch auf folgende 
Art lösen: 

Es sei wieder eine parallele und eine senkrecbt zur Bildfläche 
stehende Mauerfront gegeben, welch letztere mit einem Risalit 
versehen ist. Wir werden daher an dieser Seite mehrere Gesims- 
grate darzustellen, also auch mehrere dem vorigen Beispiele gleiche 
Konstruktionen durehzufuhreu haben. In einem solchen zusammen- 
gesetzten Falle dürfte wohl die Anwendung der nachfolgenden 
Methode zweckmässig sein und zwar insbesondere dann, wenn 
beide Mauerflä«hen gegen die Bildebene geneigt sind. 

Mau verzeichne zunächst den perspektivischen Grundriss 
abcdefg [Fig. 375] der Hauptmauer und jenen a^bj . . , gjhj der 
äussersten Gesimskante. Dies kann in einer beliebigen oder in 
einer samt dem Auge {Projektionscentrum) nach abwärts verscho- 
benen HorJKontalebene geschehen. Im vorliegenden Falle wurde 
der Augpunlit A für den Grundriss beibehalten; für die vertikale 
Hohenebene jedoch wurde der Aug- oder Hauptpunkt nach A^ 
verlegt und Fb als deren Bildflächtrace angenommen. 

Die Tracen bb[, cCi, dd^ . . . gfli jener Vertikalebenen, in 
welchen die zu bestimmenden Gesimsgrate liegen, sind gegen die 
Bildebene unter einem Winkel von 45 ' geneigt, wie dies schon 
aus Fig. 373 ersichtlich ist. Die Bildebene denken wir uns durch 
die Mauerfläehe gti gelegt, mithin werden wir an Fb das gegebene 
Gesimsprofil aß^B, dessen grbsste Ausladung aa'=:ga^ist, Inder 
wirklichen Gesimshühe zu zeichnen haben. 

Die einzelnen Gesimsglieder werden nun auf Fh und aa' pro- 
jiziert, wodurch man auf F), die Höhen derselben und auf aa' 
deren Entfernungen von der Hauptmauer in den Punkten a, 7", 
5" , fp" . . . erhält, 

Aas Fig. 373 erhellt, dass die Horizontaltrace der Diagonal- 
profilebene a^K durch die horizontalen Projektionen der einzelnen 
Gesimskanten in gleichem Verhältnisse, wie die Gesimsausladung 
ak geteilt wird. 
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Dies werden wir in anserem Falle auf die einzelnen Hori- 
zontal- oder Grundrisstracen anzuwenden, und daher gg^ [Fig. 375] 
perspektivisch in demselben Verhältnisse zu teilen haben, wie aa' 
durch die einzelnen Vertikalabstände geteilt wurde. Zu diesem 
Zwecke übertrage mau die besagte Gerade samt deren Teilpunkten 
von g nach «j und verbinde die letzteren mit dem Augpunkte A. 
Durch diese Geraden werden nicht nur ggj, sondern auch alle 
ähnlieb liegenden Profiltraeeu ff^, cc,, bb^ in dem gegebeoen 
Verhältnisse perspektivisch geteilt. Die zu suchenden 
Punkte des Gesimsgrates werden sonach in den in diesen Punkten 
1, 2, 3 . . . errichteten Vertikalen liegen. 

Um die einzelnen Punkte selbst zu erhalten, hat man nur auf 
zwei in derselben Diagonalebene liegenden Vertikallinien die in der 
Trace Fb erhaltenen Teilpunkte a' ß' 7' . . . entsprechend za über- 
tragen und je zwei gleich hoch liegende Punkte beider Vertikalen 
miteinander zu verbinden. Diese Geraden geben im Schnitte mit 
den zugehörigen Perpendikeln auf H H die zu suchenden Punkte 
des Grates. 

Für das Profil gg^ wurde die Mauerkante g, auf welche, weil 
sie in der Bildebene liegt, die Teilpunkte horizontal nach tx\, ß'^, 

y, zu übertragen sind, und jene Vertikallinie G gewählt, welche 

sich als Schnitt der Diagonalebene gg, mit der Höhenebene F|, er- 
gibt, und durch die Teilungslinien A^a' , A^ß' . . , entsprechend ge- 
teilt wird. Die in den beiden Geraden G und gi erhaltenen Punkte 
geben, entsprechend miteinander verbunden, eine Reihe von hori- 
zontalen Geraden, welche die betreffenden Vertikalen in den zu 
suchenden Punkten I, II, ... des Grates schneiden. 

Zur Bestimmung der Diagonalprolile bb^, CCf und ff, kann 
raan das gleiche Verfahren anwenden. Es wird jedoch eine weitere 
Höhenbestimmung nicht notwendig sein, da die bereits gefundenen 
Gesimskanten, welche durch die einzelnen Punkte des Grates gegen 
den Äugpunkt gezogen wurden, im Schnitte mit den in den Teil- 
punkteu der betrefi^enden horizontalen Traceu errichteten Senkrech- 
ten, die zu bestimmenden Eckpunkte der obhezeichneten Grate geben. 

Für die noch übrigen Grate, deren horizontale Projelctionen 
die Geraden ddj und eOi sind, gilt das gleiche Verfahren. Es wird 
nämlich vorerst die Einteilung der Horizontaltracen dd, und ee, 
auf dieselbe Weise wie früher vollzogen. Zur Bestimmung der ein- 
zelnen Punkte ist jedoch keine weitere Konstruktion erforderlich, 
da sich dieselben im Schnitte der in den Teilpunkten der Tracen 
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dtli, cc^ (äiTichteten Vertikal! im eu mit den bezüglichen, durch die 
Eetpunkte der nächstliegenden Grate geführten Gesiniskanten so- 
fort ergeben. 

Eine Kontrolle für die Richtigkeit oder Genauigkeit der Arbeit 
kann jedoch eine unabhängige Hohenbestimmung für das eine oder 
das andere Diagonal profil wünschenswert erscheinen lassen 

Wie schon früher bemerkt, ist die eben behandelte Methode 
insbesondere dann mit Vorteil anzuwenden, wenn beide Maner- 
fiächen einen beliebigen Winkel miteinander bilden, oder, wenn 
sie wohl senkrecht aufeinander .stehen, jedoch gegen die Bildfläehe 
geneigt sind. In jedem Falle wird die Konstruktion in derselben 
Weise durchzuführen sein, wie in der behandelten Aufgabe gezeigt 
wurde, nur ist zu berücksichtigen, ob sich die Fluchtpunkte der 
horizontalen Projektionen der Gesimsgrate noch auf der Zeieh- 
nungsfläche ergeben, weil dieselben sodaun mit Vorteil benützt 
werden konnten. 

§ 468. 



Betreffs der perspektivischen Darstellung von Gewölben ist 
infolge der bereits gegebenen Erläuterungen über die Darstellung 
und die gegenseitigen Beziehungen krummer Flächen nicht viel 
Neues mehr hinzuzufügen. 

Für die Darstellung des Tonnengewölbes haben wir eine 
Cylinderfläche , für ein Kreuz- und Kappengewölbe zwei Cylinder 
nebst ihren Durchschnittalinien, für ein böh- 
misches Piatzelgewölbe die vier Gurten, wel- 
che die Pfeiler verbinden u. s. w. zu ver- 
zeichnen. 

Ist an einem Gewölbe der Fugensehnitt 
anangeben, so geschieht dies in der Perspek- 
tive ebenso wie in der orthogonalen Pro- 
jektion. Die Fugen, welche fast durch- 
gehen ds gerade Linien oder Kreisbogenstücke 
sind, werden durch die Konstruktion be- 
sagter Linien, die durch vorher bestimmte Punkte gehen, erhalten. 

Behufs Darstellung der Pfeiler ist zu bemerken, dass man 
denselben zumeist einen quadratischen, mit rechteckigen Ansätzen, 
Vorsprüngen oder Verstärkungen A [Fig. 376] versehenen Quer- 
schnitt zu geben pßegt, welche die Anläufe der hervortretenden. 
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das Gewölbe begrenzenden Gurten enthalten. Die sogenannten 
Schilde entstehen im Durchschnitte zweier Gewölbe. Üher die 
Konstruktion der Durchdringungsflgur ist bereits in dem betreffen- 
den Kapitel das Erforderliche besprochen worden. 

Als Beispiele über diesen Gegenstand wollen wir folgende 
Probleme lösen. 

§ 469. 
192. Aufgabe: Es ist ein mit einem halbkreisförmigen Tonnen- 
gewölbe überdeckter, durch Garten geteilter Gang darzu- 
stellen, wenn die Bildfläehe senkrecht aaf die Gangrichtnng 
angenommen wird. 

Man ziehe eine horizontale Gerade ad [Fig. 377], von welcher 
aus der Gang beginnen solS, trage darauf die Gangbreite ad so- 
wohl als auch die Strecken ab^cd gleich der Grosse des Vor- 
eprungs der Gurten von a und d naeh innen auf und verbinde 
die so erhaltenen Punkte a, b, c und d mit dem Augpunkte A. 

Auf einer oder der anderen dieser Geraden nehme man die 
Teilung derart vor, dass vorerst eine Gurtenbreite, dann ein Teil 
der Ganglänge, und in gleicher Ordnung weiter, perspektivisch 
aufgetragen wird, und verzeichne sodann die inneren Umfangs- 
linien abfghkl . . . der Seitenmauern. 

Errichtet man nun in den einzelnen Eckpunkten die verti- 
kalen Mauerkanten aa^, bbj . . . und zieht in der gegebenen Höhe 
des Anlaufes die Horizontale a^d^, führt man ferner aus den 
Punkten a^, b^, c^, d^ Gerade gegen den Augpunkt, welche den 
Geraden aA, bA . . . der Bodenfläche (Gruudebene) entsprechen, 
so werden diese die Seitenmauem nach obenhin begrenzen, wobei 
selbstverständlich die Geraden a^A, djA sowie jene aA und dA 
bloss in den Seitenmauerflächen, hingegen bjA, C^A nur in den 
inneren Flächen der rechteckigen Vorsprünge zu ziehen sind und 
die Verbindung der einzelnen Liuienstücke durch die zur Bild- 
fläche parallelen Geraden stattfindet. 

Weiter hat man b^c^ in zu halbieren und mit A zu ver- 
binden, um jene Gerade zu erhalten, welche die Mittelpunkte für 
sämtliche Kreisbögen des Gewölbes enthält, welch letztere, als zur 
Eildääche parallel, sich auch im Bilde als Kreise darstellen. Die 
Durchmesser dieser Halbkreise ergeben sich sodann durch Verbin- 
dung je zweier gegenüber liegender Eckpunkte der Anlaufslinien. 
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Den Fiigenschnitt betreffend nehme man die 'iaadiathohe 
als aliquoten Teil von aa^ au, mache die Einteilung auf den in 
der Vertikalebene a (t d^ Bj gelegenen Gewölbequerselinitt m der- 
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selSien Wehe, wie in der ortliogonalen Projelitioii, trage die Quader- 
länge auf die Gerade Aa zwischen je awei Gurten derart auf, daas 
man gleichzeitig die Halbier ungapunkte der einzelnen Längen be- 
stimmt und ziehe die Längenfugen des Gewölbes sowohl als der 
Seitenmauern durch die einzelnen beziehungsweise auf aa^, bb^ . . . 
und auf den entsprechenden Kreisbögen erhaltenen Teilpunkte 
gegen den Augpunkt A, die Querfugen jedoch in den Seitenmauern 
als vertikale ü-erade, in der Gewölbsfläche dagegen als Kreisbogen- 
stücke, deren Mittelpunkte auf gleiche Weise wie jene der Gurten- 
bögen sieh ergeben. 

Wäre das Gewölbe nicht senkrecht zur Bildebene gelegeu, 
so würde die Konstruktion nur insoweit eine Abänderung erfahren, 
als sieb die Bilder sämtlicher Halbkreise als halbe Ellipsen, die 
Kreisbogenstticke aber Ellipsenstüeke darstellen würden. 

§ 470. 

193. Aufgabe: Es sind zwei Lintereinandei- gelegene gleiche 

KreuzgewÖlIte, welche auf Pfeilern aufruhen, perspektivisch 

daxzustelleu. 

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass jedes dieser bei- 
den Gewölbe über einen quadratischen Raum gespannt sei, und 
dass die Tonnen der Kreuzgewölbe halbkreisförmig seien. Femer 
sollen die Pfeiler so gestellt werdeji, dass sie paarweise von der 
Bildfläche gleich weit abstehen. 

Vorerst verzeichne man den Grundriss in der horizontalen 
Ebene des Terrains (Grundebene), d. s. die Grundrisse der sechs 
Pfeiler [Eig. 378] und die beiden Diagonalen in den Quadraten abcd 
und efgh, welche die Perspektiven der horizontalen Projektionen 
der Durchachnittslinieu beider Tonnen geben. Ferner errichte man 
in den einzelnen Eckpunkten des Grundrisses die vertikalen Pfeiler- 
kanten, von welchen jedoch bloss einige und zwar jene, die nach 
vorne liegen, als sichtbar darzustellen sein werden und schneide 
auf denselben die Pfeilerhöhe (wie im vorigen Beispiele) ab. 

Auf diese Weise wird man die Fusspunkte der Bögen erhalten, 
welche den Gurten angehören. Die Mittelpunkte der zur Bildfläche 
parallelen Halbkreise ergeben sich, wie in der vorli ergeh enden Auf- 
gabe, in der Geraden AO. 

Um die Bilder jener Halbkreise, welche den Gurten entsprechen, 
die je zwei hintereinander liegende Pfeiler verbinden, zu verzeich- 
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Hen, führe man aus äem Schnittpnukte o der beiden anfangs ge- 
zogenen Diagonalen die Horizontale ao als Gmndfläclitrace jener 
Vertikal ebene, in welcher die Mittelpunkte der in Rede stehenden 
Halbkreise liegen. Die Strecken ao und ßo geben die Längen an, 
in welchen die zur ßildfläche parallelen Halbmesser der durch p, 
beziehungsweise durch m und n gehenden Halbkreise im Bilde er- 
scheinen. 

Zieht man also durch a die Vertikale ccw und trägt vom 
Mittelpunkte « aus die Stücke (j&=^Oß, wY^Oa auf, so sind 
die den Punkten n und p zugehörigen Halbkreise über diesen Halb- 
messern in der Vertikalebene aaA zu coastruieren. 

Ähnlich verhält es sieh mit dem durch m gehenden Kreis- 
bogen. Von den so gefundenen Bildern sind bloss jene Stücke 
sichtbar, welche bis zu den vorher bestimmten Gurten reichen. 

In gleicher Weise werden die sämtlichen, ähnlieh gelegenen 
Gurten bestimmt, nur wäre diesbezüglich allenfalls noch hervor- 
zuheben, dass man, wie übrigens selbstverständlich, die Punkt« 
der letztgefundenen Bögen unmittelbar für die weitere Konstruk- 
tion benützen kann, indem die gleichartigen Punkte ähnlichliegen- 
der Bögen in einer Horizontal ebene enthalten sind. 

Würde dem bisher Durchgeführten nichts mehr angefügt 
werden, so würde die gelieferte Zeichnung das Bild zweier hinter- 
einander liegender, böhmischer Platzelgewölbe vorstellen; es 
wären sodann die den Geraden ab, bc, cd und ac entsprechenden 
Halbkreise nichts anderes, als die Schnitte der durch die den 
Punkten a, b, c und d entsprechenden Höhenpunkte gelegten 
Halbkugel mit den vier inneren Seitenflächen oder Wand- 
ebenen. Pur das Kreuzgewölbe sind jedoch noch die Ge- 
wölbsgrate zu bestimmen, deren Verzeichnung keinerlei Schwie- 
rigkeiten bieten kann. Trotzdem wollen wir die Konstruktion 
derselben in einer folgenden Aufgabe näher erörtern. 

Es wird hierzu grösstenteils der Grundriss benützt, und zwar 
werden zur Bestimmung einzelner Punkte dieser Kurven Vertikal- 
ebenen Ey (G rundfläch trace), welche eine Tonne nach geraden Er- 
zeugenden schneiden, hier also am zweckmässigsten senkrecht zur 
Bildfläche sind, angewendet. Die Trace Eg schneidet die vorher 
genannten Diagonalen ad, cb, gf, eh ... in den Punkten 1, 2, 3, 4, 
über welchen sich die betreffenden Punkte der Schnittkurve vor- 
finden. Der zur Bildfläehe senkrechte Cylinder wird in der Erzeugen- 
den pA (p vertikal über tc) geschnitten, und diese letztere wird im 
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Schnitte mit den vorher gezogenen Vertikalen die zu suebenden 
Punkte I, II, III, IV liefern. Symmetrisch zn diesen können weitere 
vier Punkte sehr leicht gefunden werden. 

Inabeaondere werden die Punkte M und N, als Durchschnitte 
der Gewölhsgrate , gleich im vorhinein zu bestiramen sein. Die- 
selhen liegen auf den in o und o' errichteten Vertikalen in einer 
Höhe ao über der Anlaufslinie. Die Tangenten in den be- 
sagten Punkten der Grate sind horizontal, ergeben sich 
somit als die betreffenden Diagonalen des in der Ebene der Schei- 
tel M und N parallel zu den Seitenwänden des Raumes verzeich- 
neten Quadrates; sind also, mit anderen Worten, parallel an den 
Diagonalen der Grundrissquadrate. Im vorliegenden Falle sind diese 
daher unter einem Winkel von 45" gegen die Bildebene geneigt. 

Auf dieselbe Weise müsste vorgegangen werden, wenn das 
Kreuzgewölbe in schiefer Stellung gegen die Bildebene zu ver- 
zeichnen wäre, nur würden jene Kreise, die hier im Bilde wieder 
als Kreise erscheinen, sich dort als Ellipsen darstellen. 

§ 470. 

194. Aufgabe: Es sind die Grate eines Kreuzgewölbes zu 

verzeicbneii. 

Wie bereits erwähnt entsteht das Kreuzgewölbe durch den 
Schnitt zweier Tonnengewölbe von gleicher Pfeilhöhe. Wir wollen 
die Tonnen halbkreisförmig annehmen und das Gewölbe so ver- 
zeichnen, dass die eine Tonne parallel, die andere dagegen senk- 
recht zur Bildebene ist. 

Ist also abcd [Fig. 379] das Bild des horizontalen Quadrates, 
welches von den Anlaufslinien der beiden Tonnengewölbe gebildet 
wird, so sind die beiden Diagonalen des Quadrates die Perspek- 
tiven der horizontalen Projektionen der Dnrchdringungskurven 
beider Tonnen, daher die horizontale Projektion des Gewölb- 
scheitels S, Legt man durch eine zur Bildflaehe parallele Ebene, 
so ist der über fg als Durchmesser verzeichnete Ereis die Perspek- 
tive des Schnittes dieser Ebene mit dem auf der BiMfiäche senk- 
rechten Cylinder, während der Schnitt derselben Ebene mit dem 
zweiten Cylinder eine diesen Kreis berührende horizontale Gerade 
ist. Die über ab und cd beschriebenen Kreise repräsentieren die 
Begrenzungen der ersterwähnten Cy linderfläche. 

Um Punkte der Durchdringungskurve zu erhalten, kann man 
auf mehrfache Weise vorgehen. 
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a) Mit BeiiützuDg der horizontalen Projektionen der Grate. 

Nimmt man nämlicli irgend einen Punkt 1 der Projektion 
an und legt durcli denselben eine zu den Erzeugenden des er- 
stereu Cylinders parallele vertikale Ebene, so ist AI deren liori- 
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zontale Trace, welche noch überdies den Punkt 2 der zweiten 
Diagonale in sich enthält. Diese Trace schneidet die Gerade 
ab in k. 

Die Vertikale kl ist daher die Trace der eben genannten Ebene 
auf der vorerwähnten zur Bildfläche parallelen Seitenehene ab. 
Dieselbe schneidet den in dieser Ebene liegenden Kreis im Punkte I, 
Die Gerade A I ist mithin der Schnitt der Hilfsebene mit der Cylinder- 
fläche. Besagte Schnittgerade triff't die in 1 und 2 errichteten Ver- 
tikallinien in den Punkten I und II der fraglichen Schnittkurve. 

Diese Lösungsweise hat den Nachteil, dass die in der Nähe 
des Haupt- oder Augpunktes A sich ergebenden Schnitte sehr schief 
ausfallen, daher die so gefundenen Punkte nicht mit der nötigen 
Genauigkeit erhalten werden. 

b) Kann man horizontale Hilfsebenen anwenden, welche beide 
Cylinderflächen nach Geraden schneiden. 

Vermittels dieser Ebenen wird man Punkte der Schnittkurve 
finden können, ohne erst die horizontale Projektion der Grate be- 
nützen KU müssen. 



y Google 



-- 659 — 

Ist Fb die Trace einer solchen Ebene auf der durch !g ge- 
legten Vertikalebene, so wird der über fg beschriebene Kreis in 
den beiden Punkten p und q, die Cylinderfläche daher in den Er- 
zeugenden pA und qA geschnitten. 

Wird die zweite Cylinderfläche in f durch eine auf die Bild- 
fläehe senkrechte Vertikalebene ff begrenzt uud der so erhaltene 
Halbkreis um ff in die Vertitalebene fg gedreht, so ist dieser 
daselbst aus dem Mittelpunkte f mit dem Radius ff zu beschrei- 
ben, wird daher dem Kreise über fg kongruent sein. Die zweite 
Cylinderfläche wird sonach in zwei horizontalen Erzeugenden ge- 
schnitten, welche sich im Abstände aq vor und hinter der durch 
fg gelegten Vertikalebene befinden. 

Werdern demnach die Punkte tn und n des Kreises bmnd so 
bestimmt, dass hm^^^hn perspektivisch gleich aq ist, so schneiden 
die durch m und n geführten Erzeugenden jene des ersten Cylin- 
ders in den Punkten III, IV u. s. w. der Durch dringungskurve. 

c) Eine dritte Lösungsweise besteht darin, dass man zwei 
konjugierte Durchmesser der Perspektive der Schnittkurven, welche 
bekanntlich Ellipsen sind, sucht. Nachdem den Punkten b, C, a 
uud d der Grate vertikale Tangenten entsprechen, so sind die 
Diagonalen ad und bc die einen Achsen dieser Ellipsen, während 
die anderen vertikal sind uud durch die Halbier uugspunkte der 
ersteren gehen. Wird also bc im Punkte 2 halbiert, daselbst die 
Vertikale 2 II errichtet und deren Schnitt II mit der Cylinderfläche 
bestimmt, so ist 2 II der gesuchte halbe Diameter. Auf gleiche 
Weise wird die zu ad konjugierte Halbachse der anderen Ellipse 
gefunden. 

Die Konstruktion der Tangente an einen Punkt der 
Schnittkurve lässt sich hier ebenfalls auf mehrfache Weise durch- 
führen und wird sich diese sehr einfach gestalten, wenn man be- 
rücksichtigt, dass die Tangeute gleichfalls in der Ebene der Kurve 
liegen muss. 

Sind beispielsweise in den Punliten V und VI der Erzeugen- 
den h^ die Tangenten an beide Gewölbsgrate zu verzeichnen, so 
hat man durch SA eine Tangierungsebene an den auf die Bild- 
fläche senkrechten Oylinder zu legen und dieselbe mit den Ebenen 
der Kurven zum Schnitt zu bringen. 

Diese Tangierungsebene schneidet die beiden durch ab und cd 
geführten Vertikalebenen in den Geraden Siu und ^p, welche zu 
einander parallel und Tangenten in den Punkten h und cp der 
begrenzenden Kreise a5b und Ctpd sind. 
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Die Traeen der Diametralebenen ad und bc auf den vorge- 
nannten Vertikalebenen sind offenbar die in a, i), c und d er- 
richteten Vertikalen aT, bT^, ctj und dl. Die Tangenten Sir 
und 9 p schneiden sich mit je einer der vorgenannten, in derselben 
Diagoualebene liegenden Trafen in den Punkten tc und p, welclie 
mit V uud VI verbunden die gesuchten Tangenten zt und pr geben. 

Einfacher ergeben sich die Tangenten auf folgende Weise. 
Zieht man an den Kreis fpg in dem Schnittpunkte mit der Er- 
zeugenden SA eine Tangente, so stellt diese die Trace der Be- 
ruhrungsebene auf der durch f g gehenden Vertikaiebene dar, 
welche mit den beiden Diagonalebenen bc und ad die Gerade os 
gemeinschaftlich hat. Der Punkt t, in welchem diese Gerade von 
ersterer geschnitten wird, muss somit den rerlangten Tan- 
genten ttt: und pT angehören. 

Wichtig ist ferner die Bestimnmng der Tangenten in dem 
Kreuzungspunkte s der beiden Grate. Die Konstruktion derselben 
muss nach der erst angeführten Methode vorgenommen werden, 
da für diesen Punkt die zweite Methode zu keinem Resultate fiihrt. 
Für die Erzeugende As ist die Trace der Berührungsebene im 
Punkte B horizontal und sehneidet die durch a und b gehenden 
Vertikallinien in T und T,, daher diese Punkte bloss mit S zu ver- 
binden sind, um die fraglichen Tangenten zu erhalten, welche 
horizontal und gegen die Bildfläehe unter einem Winkel 
von 45° geneigt sind. 

Die Konstruktion des Kreuzgewölbes in einer anderen, als der 
hier angenommenen Stellung, würde in gleicher Weise, nur mit 
den durch die Verschiedenheit der Lage sieh ergebenden Ab- 
i durchzuführen sein. 

§ i72. 
Säulen. 

Von jeder Säule wird das Kapital, der Schaft und der Puss 
zu verzeichnen sein. 

Bezüglich des Säulenachaftes bleibt nur zu bemerken, dass 
dieser ein al>gestutBter Kegel oder ein Cyliuder ist und dass dort, 
wo derselbe Kannelierungen erhält, diese bestimmt werden, indem 
man den Basiskreis in die entsprechende Anzahl gleicher Teile 
teilt, durch dieselben die Erzeugenden der Kegel- oder Oylinder- 
fiäche zieht und diese Einschnitte auf der horizontalen Begien- 
zungoebene des Situlenfusses, zumeist nach dem Augenmasse oder 
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mit Hilfe eines an die Einschnitte tangentiell gelegten (mit dem 
Basiskreise konzentrischen) Kreises, verzeichnet. 

Was die beiden anderen obgenannten Teile der Säule anbe- 
langt, so dürfte es in den meisten Fallen angezeigt sein, die Bilder 
der sich ergebenden Kanten, Ecken, Einschnitte a. dergl. zu kon- 
struieren, weil sieh sodann die sichtbaren Umrisse der Umdrehungs- 
flächen zumeist sogleich oder allenfalls vermittels eines oder des 
anderen in der Mitte angenommenen und verzeichneten Parallel- 
kreises leicht ergeben. 

Zur Bestimmung der einzelnen Punkte der zu konstruie- 
renden Parallelkreiae kann ein doppelter Weg eingeschlagen 
werden. 

Nach der einen Methode kann mau nämlich die Perspektiven 
dieser Kreise auf die gewöhnliche bereits besprochene Weise be- 
stimmen, wie dies auch in Fig. 380, welche ein einfaches Kapital, 
bestehend aus einer quadratischen Platte aa^bb^ und einer ein- 
fachen Umdrehungsfläche cd, c^di darstellt, durchgeführt wurde. 




■z 



Behufs perspektivischer Darstellung desselben wird man vorerst 
die oberste Platte und hierauf die Perspektiven der beiden Kreise 
CC;^, ddj bestimmen. Ist aus dem Centrum (Äuge) an den Haupt- 
raeridian eine Tangente möglich, so berührt diese gleichfalls den 
sichtbaren Umriss. Um den sichtbaren Umriss mit der nötigen 
Sicherheit tangeutiell an die bezeichneten Kreise ziehen zu können, 
wird man allenfalls noch einen zwischen cCj und dttj liegenden 
Parallel kreis t 
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Zum Zwecke der Bestimmung des sichtbaren Umrisses des 
Säulenschaftes kann noch irgend ein zweiter Querschnitt des- 
selben perspektivisch dargestellt und die den ümriss bildenden Er- 
zeugenden tangentiell an diesen und an den Kreis dd^ geführt 
werden, oder man kann sich die Punkte des Umrisses in der Hori- 
zoutalebene durch umlegen des in dieser Ebene liegenden Kreis- 
querachnittes bestimmen, indem man aus dem nmgelegten Äuge 
(Projektionscentrnm) die Tangenten an den Kreis führt und diese 
bis zum Schnitte mit der Horizoutslinie verlängert. 

In Fig. 381 ist ein zweites Kapital nach derselben Methode 
perspektivisch dargestellt. 

Das zweite vorher angedeutete Verfahren besteht darin, dass 
man beliebig viele Meridiane der Umdrehungefläche per- 
spektivisch verzeichnet. Diesfalls wird es am zweekmiissigsten sein, 




von einer besonderen Vertikalebene zur Höhenbestiramnng Ge- 
brauch zu machen und überdies einen perspektivischen Grund- 
riss anzuwenden. 

Auf diese Weise wurde in Fig. 382 der attisch-jonische Sänlen- 
fuss dargestellt. Für den Grundriss wurde E|, als Bildfläehtrace an- 
genommen und der Angpunkt A nach Aj verschoben; ebenso sind Fb 
und Aj die gleichnamigen Stücke für die Höhenebene, mithin ist 
JK die gemeinschaftliche Schnittlinie resp. die Trace dieser beiden 
Ebenen. 

Au Fb verzeichne man das Profil oder den Hauptmeridian, 



y Google 




y Google 



— 664 — 

beziehe wie bei dem Gesimfie [Fig- 375] die einzelnen Punkte des- 
selben, welche man für die Konatroktion der Meridiane als notwen- 
dig erachtet, auf die vertikale Achse Fb der Säule und auf eine 
Horizontale aX so, dass sich auf diesen beiden Geraden beziehungs- 
weise die Hilfspuukte a, b, c, d . . . x und a, ß, y, & . . . x ergeben. 

Nimmt man nun die Orundfläclitrace Mg irgend einer Meri- 
dianebene an und schneidet auf derselben von aus die Längen 
X8, XY . . . perspektivisch ab, wozu der Teilungspuukt T der Trace 
Mg oder ein beliebig gewählter Flucht- oder Verschwindungspunkt 
V benützt werden kann, so liegen die zu suchenden Punkte der Me- 
ridiankarve vertikal über den eben gefundenen Punkten der hori- 
zontalen Trace. 

Femer verbinde man die in Fi, liegenden Teilpunkte mit A^ 
und verlängere diese Geraden so weit, bis sie die im Schnitte m der 
Geraden J K und Mg errichtete Vertikale in den Punkten a^ , b^ , Cg . . , 
treffen. Die Teilpuukte a, b, C . . . übertrage man auch horizontal 
auf die TJmdrehungsacbse nach a^, b^, c^ . . . Hiermit sind zwei 
in der Meridianebene M liegende Göraden in gleichem Verhältnisse 
geteilt, weshalb die einzelnen Punkte dieser Geraden gehörig ver- 
bunden {aj mit a^, b^ mit b^ . . .), die in a^, ß^' Ta ■ ■ ■ errichteten 
Vertikalen in den Punkten I, II, III .. . des zu suchenden Meri- 
dians schneiden. 

Nach gleichem Vorgänge können beliebig viele Meridiane be- 
stimmt weiden nur ist zu bemeiken dass dieselben hauptsächlich 
dort nahe aneinaudei zu \erzeichn(,n smd wo die Krümmung der 
Parallelkteise im Bilde ■»m giossten eischemt also in der Nähe 
des perspektivischen Umiisaes Dei letztere ist sodinn tangentiell 
an die Meridiankurven zu ziehen. 

Nimmt man die Grundflächtraee «gO der Meridianebene derart 
an, dass sie die neue Horizontatlinie A^K noch innerhalb der Zeich- 
nungsfläche trifft, so wird der Schnittpunkt v\ vertikal in die 
Horizontslinie HH nach v^ projiziert, als Fluchtpunkt der Teil- 
linien zu benützen sein. Letzteren Punkt wird man sodann bloss 
mit den einzelneu Teilpunkten der Achse YZ zu verbinden haben, 
daher diesfalls die Höheubestimmuug auf einer zweiten Vertikal- 
linie entfällt. 

Diese Methode gibt Punkte von den einzelneu, beliebig an- 
genommenen Parallelkreisen, welche im Bilde teils als Kanten 
wirklich zu ziehen, teils bloss für die Verzf 
erforderhch sind. 
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